Fiche de calcul n°25 024A

Décomposition en éléments simples

Prérequis

Polynémes (factorisation, division euclidienne), primitives usuelles

Calculs de décompositions en éléments simples

Calcul 25.1 — Uniquement des péles simples. o

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X4-2
a) XX DX E2
b) X2

(X -DX(X+1)

Calcul 25.2 o
Méme exercice.
2) X+1
—(X X Fe)
b) X2+ X +1
(X —)(X+9)(X—-1)
) X242
) —— ...
(X = vV2)(X +V3)
Calcul 25.3 — Avec des podles multiples. 00
Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.
2) X+1
(X -1)2(X —2)(X -3)
) 2+ X?
X T D)XIX 1)
1-X
C) = e
X (X +m)?
1
d) ———— ...
) (X —9)2(X —1—14)2
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Calcul 25.4 — A vous de factoriser !. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

2) X -3
5 S IRARRRRRERREERTTERTEE
b) 2X3 41
XiosxZiox
Calcul 25.5 — Calculs de sommes. 000

Soit n € N tel que n > 2.
Calculer les sommes suivantes, aprés avoir fait une décomposition en éléments simples de leur terme général.

n

1
a) Zm ........

k=2

- k? — 5k —2
b .
) kz:; (k—1Dk(k+1)(k+2)
Calcul 25.6 — Calculs de sommes. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes.

2X +4
(X +1)2(X2+41)

a)

3

b) (X -DX+D(X2+X+1)

Calcul d’intégrales de fractions rationnelles

Calcul 25.7 — Péles simples ou multiples. 000
Calculer les intégrales suivantes

a) /_11//22 (x—xi)—(;l—kl) de ..... d) /12 m de .....

b) /01 (x+1)(a:j—2)(x—2)dx e) /01/241”21de ............

c) /12 3'2(3314— g dr ........... f) /23 x4aildx ...............
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Calcul 25.8 — Primitives. 0000

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

Y I e e

S e T T S T S S P
e) = 2+ 22 +3

74

f) z+~— G D@ oD@ D)

g) x»—}—) .........................................

h) T o

Réponses mélangées

1 2 2 il T
o (2 S 4In(2) + 21 1-21 1 -
5B +32) 2 —4n(2) +21n(3) n(3) tox - X+
2 L 12X 1 1 1+
X+1 7 (X+1)?27 X241 w2X m(X+m) 7(X +m)?
b) 2 1 2 2 11 3

w ool

_|_
+ +3(X—1)+(X—1)2' xtx Taxon Tax—2 Tax g
x _2 +1 1 I 1 143 1-3i
V2 n+27 n 3 X+1 2(X-1) 4(X—1i) 4X+1)
1 1 1 2
— — — -1 ZIn(2
X X71 X33 " aa—zmye 1 9O+ gh?
2 4 1 2 L___ 1- > - 4
X—1 (X—’L) X—(l-‘r’L) (X—(1+’L)) (\/E-F\/g)(ilf-f—\/g) (\/§+\/§)(\/7—X)
3 141 1—34 V3 2 1
_ _ X2 arct S X4
AX 1) A(X—i) 4X+9) 2ar°an< Chas )
-3 N 1 N 2 N 1 1 1 122 —1 11n1—x
X-2 X-3 X-1 (X-1)2 2
1 3 N X -1 1 1+1 ) 2+ 1 N
20X -1 2(X+1) X2+ X+1 2n+1) 2n 4 X 2
e—1 1
+
(e—2)(X+e) (2—e)(X+2)
xr—1
1+

T %ln(mz +2) — %ln|x+ 1] + ‘/Tﬁarctan(%)

2
—In %+2x+%ln|x+1|—%ln|x—1|+%ln|z—2|

2

» Réponses et corrigés page 158
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Fiche n° 25. Décomposition en éléments simples

Réponses
1 1 7 1 3 X -1
25.1a)............. X-3—-—=+——+-—7—= 25.6b)...... —
) X X1 X2 ) X 1) 2X+1)  X?iX+l
2 1 3
25.1 b ........... 1— — 257 a) ................................ 1— 2111(3)
) X ax+n 2x—1)
2
25.7b) o ——In(3)+ - In(2
25.1C) e R R —_ ) (3)+ 3@
2(X —7m) 2(X+mn)
2
o1 1 257 C) et = —4In(2) +2In(3)
25.28).......... + 3
(e—=2)(X+e) (2—-e)(X+2) T 5
25.7d) .o — ——1In(5 —In(2
25.2 1) 3 1+i 1-i ) 5 gt gh)
O 20X —1) 4(X—1i) 4(X+4) =
2.7 ) et -
5 1 8
25.2¢).. [1- -
(V2+V3)(=+v3)  (V2+V3)(V2-X) 1 1
25.7 1) o ~In(2) — —In(3)
25.3 a) S SN - -
R X-2 X-3 X-1 (X-1)2 1 |lr—1
25.8 ) it —1In
2 2 11 3 3 2 |1+=2
25.3b).. | =+ — — + +
X2 4X-1)  2(X-12 " 4X+1) 1
25.8 D). T —
25.3 c) S ! S | Al 207
I ) I X Xt AX Tz :
x
25.8 C) i arctan()
2 1 2 1
25.3d)..... 2+ e - = t =y V2 V2
1 1 1+43i 1—3i 2 1
. — — — 25.8d)............L — — X+ —
2Bda) I o o) AN =g X0 5.8 d) au”‘Ztan(\/g + \/§>
1 5 2 1 B )
25.4Db) . | — + + + | %8¢
2X  6(X+2) 3(X-1) (X-1)2 5
258f) %+2x+éln|x+1\—%1n\x—1|+13—61n\a:—2|
25.5 a) ! gy
OB e 2(n+1) 2n 4 25.8¢) |z+— %ln(ac2 +2)— %ln|x+ 1| + garctan(%>
2 1 1
255 D)o R 120-1 1 [l—a
25.8h) ...l -+ =
n+2 n 3 ) x'_)23:21+2n‘1+z
25.6 a) G Lo2X
6a)....l X1 T X T XEad
Corrigés
25.1 a) Pour commencer, effectuons la division euclidienne de X* — 2 par X(X +1)(X +2) = X* +3X% +2X : on

trouve X* —2 = (X® +3X? 4+ 2X)(X —3) + 7X> 4+ 6X — 2. Ainsi, on a

X* B
X(X+1D)(X+2)

—-3+

7X% 46X —2
XX+1D)(X+2)

On écrit ensuite la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle précédente :

TX? 46X —2
X(X+1)(X+2)

b c

X+1 X+2
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Pour calculer a, on multiplie la fraction par X, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en 0 :

TXPA6X -2 TXPH6X -2 éen 0. domme a — —2 — 1
XX +D(X+2) T X+D(x+2) O ’ 2 T

Pour calculer b, on multiplie la fraction par X + 1, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en —1 :

% x (X +1)= %, ce qui, évalué en —1, donne b = % =1.
Enfin, pour c,
);(i((:+1—§;()§(;22) x (X +2)= %, ce qui, évalué en —2, donne ¢ = % = % =7.
D’ou
7X?+6X -2 -1 1 7

XX DX +2) X X417 X512

done X* -2 1 1 7
XX+Dx+2 0T x T x+1t X

X+1 _a n b n c n d
(X —12(X-2)(X-3) X-1 (X-12 X-2 X-3

Par les méthodes du premier exercice, on détermine facilement ¢ = —3 et d = 1. De méme, en multipliant par (X — 1)2
et en évaluant en 1, on obtient b = 1. Ensuite, en évaluant en 0, on obtient

1_6 4,9
6 -1 -2 =3

doncazl—k%—%—ézlAinsi,

X +1 -3 1 2 1
(X —12(X-2)(X-3) X-2 X-3 X-1 (X-12

25.4 a) 1l suffit de remarquer que X* —1 = (X — 1)(X + 1)(X —i)(X + i) et de se ramener & la méthode des poles

simples vue précédemment !

25.4 b) 1l faut remarquer que X*-3X% 42X = (X — 1)2(X + 2)X, puis utiliser les méthodes des poles multiples !

25.5 a) Sil'on consideére la fraction rationnelle m, alors
S S S SR
(X-DX(X+1) X 2X+1)  2(X-1)
Ainsi,
I SR S SR SRR RN S S S
(k—Dk(k+1)  k 2(k+1) 2k-1) 2k+1) 2k 2k 2(k—1)
Donc
R N
£ (k= Dk(k +1) B = 2k+1) 2k 2k 2(k—1)
-t (i1 ar télescopage —;fiJr}
Tn+1) 20 \4 22-1)° pag T2n+1) 2n 4
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25.5 b) On remarque que

k* — 5k — 2 _l,o2 2 1 1 2 _(1 B 2)
(k—Dk(k+1)(k+2) k k+1 k+2 k-1 k k+2 k—1 k+1/)°
. . 2 1 1
Par télescopage, on obtient que cette somme vaut ——— + — — —.
n+2 n 3

25.6 a) Déja, il n’y pas de partie entiére. Ensuite, la forme de la décomposition en éléments simples est

a b cX +d

X+1+(X+1)2+X2+1'

En multipliant par (X + 1)? et en évaluant en —1, on obtient b = 1.
En évaluant en 0, on obtient
4=a+b+d,

donc a +d = 3.
En multipliant par X, en évaluant en x € R et en faisant tendre x vers 400, on obtient

0=a+c,

donc ¢ = —a.

Enfin, en évaluant en 1, on obtient

6 a b c+d
s 2ttt

donc

3=2a+b+ 2c+ 2d,
soit, comme a + ¢ =0, et b = 1, on en déduit que 2d =3 — 1 =2, donc d = 1.
Donc a = 2, donc ¢ = —2. Donc

2X +4 2 1 +1—2X
(X+1)2(X2+1) X+1 (X412 X241

X241
25.7 a On effectue la décomposition en éléments simples de ——————
) P P X D)X +1)
X241 1 1
S L N
X-1(X+1) X+1 X-1

Ainsi,

1/2 2 1/2
1 1 1
_I/Q(xfl)(:erl) 12 r+1 z-—1

=14 [—ln(ac—&-l)—&-ln(l—ac)}l/2

-1/2

=1 —ln(%) —|—1n<%) —|—ln<%) —ln(g) =1-2In(3).

vz 1/2 1 1 1z
/0 P dz = /U @1 dz = [5 arctan(2x)} = g(arctan(l) — arctan(0))

0

X
25.7 f)  On effectue la décomposition en éléments simples de i1
Ona X*—1= (X —1)(X +1)(X*+1). Donc, on écrit
X a b cX +d

Xi-1 X-1 X+1 X2+1

Par la méthode déja décrite, a = i,

1 1
b= 1 En multipliant par = et en faisant x — 400, 0 = a + b+ ¢, donc ¢ = —5
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Enfin, en évaluant en 0, —a + b+ d = 0 donc d = 0. Donc

x _ ot . i x _ x X
Xt—1 4X-1) 4X+1) 2x2+1) 2X2-1) 2X2+1)
Ainsi,
3 3
T 1 T T
/2 a:4—1dm_§/2 x2—17x2—|—1dx
L RN B TR S ’
= 2[2 In(z” — 1) 2ln(oc +1) ,
= 1(In(8) ~ In(10) ~ In(3) + In(5))
- i(:a In(2) — In(2) — In(5) — In(3) + In(5)) = %m(z) _ iln(S)
25.8 a) On écrit que I _ ! — ! donc une primitive de z +— ! — ! est
' M1 7o —1) 22X+ 1) P 20w —1) 2(x+1)
Injlz—1—zInjlz+1|== il 1‘.

25.8 d) L’idée pour primitiver cet élément simple est d’utiliser une forme canonique afin de se ramener & arctan :

1 1
XL (X y) g

1 43 2 2 1
Ainsi, une primitive de x — ———— est x — — — arctan| —X + — | = — arctan X+ —
p v 2 +r+1 3 9 <\/§ 3) V3 (\f \[)

25.8 ¢) L’idée est de faire apparaitre L.
U

T 1 2z 4 2 _ 1
2 +2x+3 222+22+3 22+2z+3
1 2 2 1
Or, une primitive de z — 2#—;#3 est z — Eln|m2—|—2z+3|. De plus,

1 1 1 1

212r+3 (L1242 21+(z+1)2’

T

1 1
de primitive x — — arctan rtl . Donc une primitive de la fonction £ — —————  est
x242x+3

V2 V2

1 2 1 xz+1
— —In|z” 4+ 22 + 3| — —= arctan| ———

2! G ( V2 )
.................................................................................... X4
25.8 f) La décomposition en éléments simples de X)X 29X +1) est

X* X494t ot 16
(X —D(X -2(X+1) 6(X+1) 2(X-1) 3(X-2)
z’ 16
doncx»—>34—214—61n|9:+1|—fln|z—1\+—ln\m—2|
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