Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis
Factorielles. Coefficients binomiaux. Formule du bin6me de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et coefficients binomiaux

Calcul 19.1 — Pour s’échauffer. ()

Donner la valeur des expressions suivantes :

a) %; .............................. d)(@ ..............................

b) 17—()" ............................... e) (2) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Calcul 19.2 — Pour s’échauffer — bis. o

Ecrire les expressions suivantes a ’aide de factorielles, coefficients binomiaux et le cas échéant a l'aide de
puissances.

a) 6x7Tx8x9 ............ ) 2x4x---x(2n) .......
b) 9%;%%23 ........... d) 3x5xx(2n+1) ...
Calcul 19.3 — Avec des parametres. o
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.
a) (Z) (pourn >2) ....... d) (n :!2)! .................
b) (g) (pour m >3) ....... e) i' ﬁ ...........
c) (:g) y f) % - % ..........
+1
Calcul 19.4 — Avec des parameétres - bis. 00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1
a) E + 2n><(n+]_)' + 2X(n+2)' .............................
. (3(n + 1))! . (3n)!
) ag(n+1) % ((TL+ 1)')3 -~ ai’m % (n|)3 .............................
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Autour du bindome de Newton

Calcul 19.5 — Le binéme de Newton. o
Calculer les sommes ci-dessous a l’aide de la formule du bindéme de Newton.
~ k(1 ~ ok (T

0 3 2 ()) o0 >t ()

k=0 k=0
b) i (D (™M) d) i gk+2 (")  g2n—k+l

k k

k=0 k=0
Calcul 19.6 00
a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" + (1 —-1)" ..........

L5) n
b) Calculer Z ( > ..................................................................
p=0 2p

Calcul 19.7 00
En utilisant la fonction  — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer
SID D () IS 0 3 (1) xR

k=0 k=0

" /n " /n 1

b)Z()xk ............ d)Z()x— .......

k=0 k k=0 k k+1
Calcul 19.8 00

a) Donner le coefficient de 2" dans le développement de (1 + )"

b) Donner-en une autre expression en développant le produit (1 4+ )™ (1 + )"

n 2
¢) Calculer Z (Z)

k=0

Réponses mélangées

2n (2n+1)! n 1
) ! n il
(n) 56 ] 10100 2" xnl 3 (n+2(n+1) 5
3(3n+2)(3n+1) 140 & 9! n(n—1)(n—2) (n+1)3 n(n —1)
a3(n+1)2 5! 6 nx (n+2)! 2
n 2
2n n k+1
15 0 2n! 2" 720 1)2" 2
G 2 () e
L3]
1 antl 1 n! x (n — 3) 9 X (n
12 x 15" 2n—t — 2
x (n+1)! n+1 2242 (4) = (2p>
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Fiche n° 19. Coefficients binomiaux

Réponses
19.1a).........ooit 10 100 —1)(n—-2 19.5d). ...t 12 x 15"
) 19.3b)....... nin=1D{n=2) )
19.1b) i 720 6 5
n
1 k+1 19.6a) ......... 2><Z< )
193 c¢)....ooil
19.1¢) i 0 c) p— = \2p
19.1d) .o 19.3d)......... (n+2)(n+1) 19.6b) ..o 2n !
19.1€) v, 1 19.78) i 2"
19.3¢€) ... '
19.16) oo 140 DY derb)y P
9' TL' X (n — 3) n—2
19.28) i o 1930 Sant2 19.7¢) i n(n+1)2
_ ntl g
9 (n+1)3 19.7d) ...
19.2b) .o 194a)........... —_—
) (3) ) X (nt2)] nl
2n
19.2¢) .o 2 x| g4 33n+2)Bn+1)]|  19.8a)...iii .
A4b)..... A n 172
(2n+1)!
19.2d).....ennnn. , n N2
21 % ! 19.5a) .o 19.8b)............. Z (k)
-1 19.5b) o =0
19.328) oo ”(”2 ) ) [o]
19.50) o 19.8C)unneiiiiiinns <2n)
n
Corrigés
101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
19.1 a) On calcule : o1 = 001 = 99! =101 x 100 = 10100.
! !
19.1b) On calcule 173,: 1OX97X'8X7' =10 % 9 x 8 = 720.
1 1 5 1 5—1 4 4 1
191 ¢) Onmealeule: 51— 51 = s i =51~ 51 5 5xdx3x2 30
6 6! 6x5x4 6x5
19.1d) On calcule : <2> Soieals axd - 3 15.
8 8! 8X7x6x5 8xT7x6
19.1e) On calcule <3>3!><5' TRV = 5x3 =8 x 7 =56.
7 7! AXxTx6xb5x4x3 Tx6xbx4
19.1 f) On calcule : 4 x (4) =4 TRV 133 = 553 = 140.
|
19.2 a) Pardéﬁnitiom9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!x6><7><8><9.Donc,6><7><8><9:9—'
1
19.2 b) Comme pour le calcul précédent, on a 6 X 7 x 8 x 9 = % Or, 2 x 3 x 4 = 4!. Ainsi,

6x7x8x9 9

2x3x4 5!

]

1

0-0)
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19.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 x 6 X --- x (2n), produit qui contient n

facteurs. Ainsi,
2Xx4Xx6x---x(2n)=2"x(1x2x3%x---xn)=2" xnl

19.2 d) On multiplie le produit 3 x5 X7 x -+ x (2n+1) par le produit 2x 4 x 6 X - - - X (2n) de la question précédente.

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)L

Donc, on a
_ (2n+1)! _ (2n+ 1)!
B OxTx ><(2n+1)72><4><6><~~-><(2n)72"><n!'
PP ny\ n! nx(n—1)xn-2)! nn-1)
19.3 a) Par définition, <2> = T x =2 % (1= 2)] = 3
s n! nx(n—1)xn-2)x(n-3)! n(n-1)(n—-2)
1 b) Par définit = =
9:8B)] Par définition, <3> 3% (n— 3)! 3% (n—3)! 6
19.3 ¢) On calcule
n n!
(%) RG] nl (k+1)! % (n— (k+1))!
"y T il T ik (k) ol
(k+1) FFDIX (n—(kFD)! : : :

Ck+ D) xKEx(n—k-1)! k41
Tk x(n—k)x(n-k-1! n—-k

2)! 2 1
19.3 d) Oncalcule( Z' ) :(n+ )XEZ?+ ) xn =(n+2)(n+1)
1 . . . n n+1 n _ (n+l)—-n 1
19.3 ¢) On réduit au méme dénominateur T mrD) - ) xnl mEDl . mEDl @t D)

19.3 f)  On réduit au méme dénominateur

(n+1)! ! (n+1)!  2°xnl m+1)!—4xn! (n+1)xnl—4xn! nlx(n-23)

22(n+1)  92n ~  92n+2 92 w 92n 22n+2 - 92n+2 - 92n+2

19.4 a) On met chaque terme au méme dénominateur, & savoir 2n(n + 2)!) :

1 2n(n+1)(n+2)
n! " nl'x2n(n+1)(n+2)
1 - n+2
nx (n+1)! " 2nx (n+1) x (n+2)
ot 1 _ n

2x (n+2)! 2x(n+2)!xn’

Dot
1 1 1 2n(n+1)(n+2)+n+2+n
=+ + =
n!l 2nx(n+1)!  2x(n+2)! 2n x (n+2)!
2m+1D(nn+2)+1)  (n+1)(n®+2n+1)
N 2n X (n+2)! N n(n + 2)!
Ainsi,
1 1 1 _ (n+1)°

n!+2n><(n+1)!+2><(n+2)! S onax(n+2)l
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19.4b) Ona

B(n+1))! . (3n)! (3n +3)! a®™ x (nh)?
a3t x (n+1)D3 * a3n x (n!)3 ~ a® 3 x ((n+1)!)3 8 Bn)!
Or,
Brn+3)!=Bn+3)x(3n+2) x (3n+1) x (3n)!
a3n+3 — a3n % aB
(n4+ 1) = ((n+1) xn)® = (n+1)° x (n)>.
Ainsi,
(B(n+1))! L B (Bn+3)Bn+2)(3n+1)
a3t x ((n4+1)1)3 * adn x (n!)3 a® x (n+1)3
3(n+1)Bn+2)Bn+1)  3(3n+2)(3n+1)
B a® x (n+1)3 N a?(n+1)2
19.5 a) On constate que 2": 2k (2) = ” (Z) Fx1m P =24+1)" =3"
k=0 k=0

k=0

19.5 d) On calcule

k+2 (T 2n—k+1 __ 2 k n n+1 n—k
22 <k>><3 _22 x 2 x<k>><3 x 3
k=0

k=0

_ n+41 n\ 5k n—k
=4x3" Y (k)2 X 3
k=0
=4 x3"T X (243)" =4x3" x 5" =4 x3x3" x5" =12 x 15",
, n n o__ n _1\k ny n _1\k
19.6 a) On développe (14+1)" +(1—1) —Z <k>+Z( 1) <k> —Z <k>(1+( 1)").
k=0 k=0 k=0
Or71+(—1)k:2sikest pair et 1+(—1)k:05ikest impair. Ainsi, on notant P = {k € N, 0 < k < n et k pair}, on a

A+ +(-1" =) (Z) x2=2xY <Z>

keP keP

Or, si k € P, il existe p € N tel que k = 2p. CommeO<kén,0naa10r80<2p<netdonc0<p<g.
Comme p € N, on peut aussi écrire 0 < p < ng

Ainsi,
12) 12)
ST =Y <”> et 1+1)"+(1-1)"=2x (")
keP (k> p=0 2 2p
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19.7 a) On développe (14 2)" = (n> 2*. On évalue en = = 1 pour obtenir (14 1)" = (n>

19.7 b) On dérive par rapport a z la relation (1+ z)" (n) z".

On obtient n(1 +z)" "' = Z (Z) X kx a7t

k=1

4 _ . n—1 __ n . . n _ n _ n—1
On évalue en = = 1 pour obtenir n(1 + 1) = Z (k) x k. Ainsi, Z (k) x k= 2 (k) X k=mn2""".

19.7 ¢) On dérive deux fois par rapport & z la relation (1 + z)" <n> z®.

On obtient n(n — 1)(1 4 z)" 2 = <Z> X kx (k—1)xz" 2
k=2

2 _ . _ n—2 __ n _ PR n _ _ _ n—2
On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(1+1) = Z (k) x kx (k—1). Ainsi, Z (k) xkx(k—=1)=n(n—-1)2""".

k=2 k=2
NS, n _ n 1y — n 2 n
Or, par linéarité, on a Z (k) xkx(k—1)= (k) xkx(k—1)= Z (k) x k Z (k) x k. Donc,
k=2 k=0 k=0 k=0
- n 2 ~ n _ - n _ _ n—2 n—1 _ n—2
2 (k)xk _; (k)xkx(k 1)+k_0 <k>><k:_n(n 12" 2 4 n2" = n(n+1)2" 72

n
1 1 n 1
1 ntl _ k1
n+1( +x) n+1 ()X v

On évalue en x = 1 pour obtenir

19.8 b) On obtient une contribution en 2™ dans le produit (1+z)"(1+2)" & chaque fois que I’'on multiplie un terme de

k . —k .
la forme arx” dans le premier facteur avec un terme de la forme b,,_,z" ™" dans le deuxiéme facteur, et ce pour toutes les

valeurs de k entiéres naturelles et inférieures ou égales a n. Or, (1+x)" x (1+z)" = (Z (Z) mk> X (Z (Z) m"_k> :

k=0 k=0
n 2
. n n
Donc, le coefficient de =™ vaut kgﬁg (k) .
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