Fiche de calcul n°13

Changements de variable

Prérequis
Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

012A

Calcul 13.1 00
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.
1
a) / V1—t2dt avec T = SN0 ... s
-1
S|
b) / —dt AVEC U = VE oottt
1 Vit \/t>3
1
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c) — AVEC U = €0
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z
d) / sin®t cos t dt AVEC U = SINE e vv ettt ettt e e e e et
0
bl
e) / sin® t cos® ¢ dt AVEC U = SINT .+ttt
0
toa
f / dt AVEC U = VE ettt e
) 1tV
Calcul 13.2 00
Méme exercice.
™ : t
a) / LI AVEC U = COST v vttt ettt et et
0 34cos?t
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b) / —dt AVEC U = € ettt ettt e e e e e
0 2+et
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f) / % dt avec U = INt .. e
e t4+tln“t
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Changements de variable et intégrations par parties

Calcul 13.3

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur

de Vintégrale.

4
a) /e‘/zdt avec u = V1t
1
n(vE—1)
b /—dt avec u =Vt
N

Calculs de primitives par changement de variable

Calcul 13.4

Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.

s cosT + sinx
a) xG}O,—{»—>,— AVEC U = CAN T «vv e eeee e
2 sin z cos? x
b) zeR+— 1 i
T _ AVEC U = €7 ot
1+ th(z) veed
c) reR — —— avecu=+ver —1 ........ .. .. ...
et —1
d) xGR*M; avec u = V/x
T Tr s meus YR
1
e) T>1— ——— avecu=+\/x2—1 .......... .. ... ...
zvar? —1

Réponses mélangées

RY — R
e ’ T
Tz 2arctan( e’”—l) 3V3
1 1 RY — R
57 - ) —2((V3-1D)In(vV3-1)—4+2V3
x Eln(mg—i-l)
J1,400[ — R ™ 2% + 1 1 7 ™ 1,5
e L e
2 3 4 8 12 2 2
x +— arctany/xz? —1
T
R — R . Jo.2] - R
PR 2arctan(e)—§ 2
e S x +— tanz + Ilntan(x)
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Fiche n° 13. Changements de variable

Réponses
o ™
1301 A) e — 1302 @) —
! HIt :
T 1.5
13,1 D) o — “IlnZ
) E 13,2 6) Sl
13.1C) i 2arctan(e) — g 1303 8) ottt 2¢?
T 13.3b)........ —2((V3-1)In(v3-1)—4+2V3
13.10d) .o [
4 T R
1 13.4a)........ ]0’ 5[ -
13.10€) c ittt o r > tanz + Intan(x)
3 R — R
131 6) oo 21n(2> 13.4Db) ., P
H [
v 2 4
™
13.208) 0o N
3VB|  134¢) ... Ry = R
T = 2arctan( ef—l)
1 2e+1
13.2D) oo 21n( ; ) R, > R
13.4d)....oooiiil 3 2
- z =g In(z3 +1)
18.2 C) e 3
1, — R
1 x| 13.4e)......... 1, ool
13.2d) oo - +- r + arctan a2 —1
4 8
Corrigés
13.1a) O t = sind 96[711}0 A o506 et d
.1 a n pose t = sin bt avec 2 y B . n a a0 = COSU € onc

1 % % %
/ \/1—t2dt=/ \/1—sin29c050d9:/ c0529d9=/ M:E.
-1 — — —

z sl s 2 2
2 2 2
13.1b) On pose u =/t avec t € [1,3], donc t = u?etue [1,\/5], On a — = 2u et donc dt = 2udu. Ainsi,
3¥dt— ﬁQiudu—%arctanu}ﬁ—Q(z—z)—E
CVERVEB ) ute® v \3 4/ 6

1
13.1c¢) On poseu=-e avect € [0,1], donc t =Inu et u € [1,e]. On a j—i = et donc dt = % On obtient

1 1 e e
1 2 2 d 1 €
—dt :/ ——dt :/ T A 2/ ——du= Q[arctanu} = 2arctan(e) — T
o cht o e te” LUt ou , T4u 1 2

1 Bl
13.1d) On pose u =sint avect € [0, g} .Ona Y _ cost et donc du = cost dt. Ainsi, / uw?du = / sin® ¢ cos t dt.
0 0

Finalement, on trouve
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13.1e) Remarquons qu’on a cos® t = 1- sin? t) cost. On pose u = sint avec t € [O, g}

1 usy
d 2
On a d—? = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 — u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

b 1
/0 sin®tcos® tdt = [iu‘l — éuﬁ}o = i — é = %

d
13.1 f) Onposeu— Vit avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. Onad— 2u.
A1n51/ \/ / u2—|—u 72/ 7du—2[ln(1+u)} =2(In(3) — In(2)).
du . Y | T sint
13.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a — = —sint. Ainsi, ——du= —————— dt et finalement,
dt 34w o 3+cos?t
1 1
sint 1 1 1 U T
——dt =< ———du = — |arctan — =—.
/0 34 cos?t 3/11+(U)2 \/ﬁ{ \/?7]1 3V3
V3
dt 1 1
13.2b) On pose u = e avec t € [0,1], donc t = Inu et u € [1,e]. Onaa:adoncdtzadu.

1 e e
1 1 1 1 ¢ 1 2e+1
Final t, ——dt = ———du = —d :{,1 2 1} :,1< )
inalemen /()2+e*t /12+iu u /12u+1 U 2n(u-l—)1 2n 3

1
13.2 ¢) On pose u= §t— 1 avec t € [2,4], donc t =2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc dt = 2du.

4 1
1 1 1
Ainsi, —dt =2 ———du = [arcsinu} =—.
/2 VAL — 2 /0 V4 — 4u? o 2
T dit 2
13.2 d) Onposet—tanuavecue[O,Z].O a@—(l—&—tan u)
1 us sl o
1 4 1 4 4 2 1 1
Ainsi,/ ﬁdtz/ 72du=/ cosQuduz/ Mduzf—s—z.
o (1+1%) o l+tan®u o o 2 4 8
dt 1
13.2 ¢) Onposeu—favecte[\/i 2] Ona —=-—
. du U
Ainsi /2 L : Tl g nu]? = T
insi, —dt = — —d — ——du=— [arcsmu] = —.
vz Vit =1 %%\/ —1u 2V 412

e2 2
Int u 1 NE 1. 5
VIR T | O S N
/e 2t /11+u2 R R SR e T

13.3 a) On pose u =/t avec t € [1,4], donc on a t = u* avec u € [1,2].

4 2
dt u L . . .
On a alors i 2u d’ou / Vidt = / 2ue" du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
U
1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} - / 2¢% du = 2¢°.
1 1 1

4 n(Vi-1 2 _ 2
On a alors ngu d’oﬁ/ ()dt—/ M2udu:2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit v U V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/\;111(11—1)du:2[(u—1)ln(u—1)}2 —2/2 du=—2((V3—1)In(v3—1) — 4+ 2V3.
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2
13.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,x) € }0, g [ .

¥ cost +sint 714 Sint
On calcule —— — dt qui est aussi —Cost ¢ en posant u = tant.
ntcos?t cos? t
. S S "

1 T t . t tan 1 tan z
On a dt = du et, ainsi, M dt = (1 + 7> du = [u +1In u} = tanz + Intan(z) + C.
cos? t . sintcos?t . u

ana

13.4 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R. On s’intéresse a

o a1
—— dt dans laquelle on pose u = ¢’ c’est-a-dire ¢t = Inu. On a donc — = = et ainsi
o 1+th(1) du u

13.4 ¢) La fonction est définie sur RY et y est continue.

dt 2
Avec le changement de variable u = Vet — 1, ona t =1In(1+ u2) et ainsi, 01 Jru 5.
U U
S| VerTly oy 7T
Soit > 0. On a ainsi —dt = — du =2 [arctanu} = 2arctan(ve* — 1) + C.
/1 Vel -1 /rl ul+u? T ( )

13.4 d) La fonction est définie et continue sur R} .

dt
Le changement de variable u = % donne t = u® et ainsi, ™ = 3u?. Soit £ > 0. On a
u

z Yz 2 Yz 3
1 3u 3u 3 5 ]ﬂ 3 2
—_— f— —_— f— f— 71 1 :71 3 1 .
/1 v /1 @ a /1 1 {2 nw D] =gl +0

dt u
Le ch t d iabl =+/t2 -1 d t= 2+1etainsi, — = ———.Soita>1letxz>1.0
e changement de variable u onne v u? + 1 et ainsi, T v oit a et n a

T z2-1 21
1 1 u 1
t———dt = du = ————du = arctany/22 — 1+ C.
/a tvit?2 —1 //a2,1 uvu? +1+vu? 41 //L1271 u? +1
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