Fiche de calcul n°26 025A
Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

Calcul 26.1 — Calculs de produits matriciels. o

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

I -1 0
A=10 2 1), B=(1 7 -2),
3 -1 2

1

2 1 -1 0 2 1
C_<1 11 1)’ D_<1 2)’ E= _21

Calculer les produits matriciels suivants.

a) A% ... d) ExB g) D? ...
b) A% ... e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B"xB
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Calcul 26.2 — Calcul de puissances. 00

On note
1 ..
a=(o 1) =0 5) o= (@ ww) 2= w i)

la matrice D étant de taille n x n (o n € N*) et ou 6 € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-ieme, pour k € N.

a) A? e) B? i) c*k
b) A3 f)y B* j) D?
c) AF g) C? k) D?
d) B? h) C* ) D*
Calcul 26.3 — Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (aij)1<ij<n, B = (bij)i<ij<n €t C = (¢ij)1<i,j<n les matrices de termes généraux
suivants : )
i—1 ioj—i
Ayj = j—1) biy =237, Cij = Oij+1 + 0 -1
Donner le coefficient d’indice (4,j) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > _.
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Calcul 26.4 — Deux calculs plus difficiles!. 0000
Soient n € N* et (i, j) € [1,n]*
En utilisant les matrices de I'exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

Inversion de matrices

Calcul 26.5 — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=[o0 2 ,
2 2 i —i

1
3 =1 2
™ ™ 2 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 o), E=1(2 1 =3, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
21 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 19 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, l'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

a) A d) D. g) G
b) B e) E .. h) H
c) C f) F iy J
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Calcul 26.6 — Matrices dépendant d’un paramétre. 000

On note A et u deux parametres réels. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=(x 1 x-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

a) CNS pour A ¢) CNS pour B
inversible o inversible
b) Inverse de A ... d) Inversede B ...
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1 2 —e 8 19 ok 3k ok 5 3 -1 1
3
Ar=el\ 5 o 0 27 A 43 1 2
-1
1 7 =2
1 3 cos(kf) —sin(k0)
n*'D <—5 15 3) 749 —14
0 1 sin(kf)  cos(k6)
-2 —14 4
0o -1 0 -1
1 2 i cos(20) —sin(26 1 1 0 0
Non inversible! 207 (Z 11> (26) (26) %
0 1 J sin(20)  cos(20) 1 0 -1 0
0 0 1 -1
—1-X4+X 1-X 2—-2)\
1 4 5
A#£1 — 1 0 -1 17 (matrice 1 x 1)
1-A
0 9
1— )2 A—=1 X—1
-4 -1 3 1 7 =2
(1= 085,1) (051,541 + dij)
T[22 +2 A —2a -1 2 14 -4
+(1 = 8:,0)(0i5 + Gig1,5-1)
A—1 0 1-AX -1 -7 2
n? n? 0 4 0
. i —1 i—1 1
) j—1 1—1 ? 2 - _ .
S (j>+<j—2> (") |0 72 2
n? n? 2 -1 1
) o cos(30) —sin(30) 5 4 o 2\ "
2i+1gi—i(on — 1) A#1 2 x 3+ (1— (5) )
sin(36)  cos(36) 4 5
4 -2 2 0
1 -3 -1 n n -2 2 2
1 11 8 -6 4 2
3 3 4 (n) 11 -1 2 3
-7 5 -3 -1
9 -7 3 n n 4 2 -4
-5 3 -1 -1
5 2 -1 8 4 -2 -2 -6 -5
1[1 —1-2i 1 k 1
3 33 2 -1 sl -16 -6 7 15 -1 11
1 —1+4i 0 1
-6 -2 2 0o -2 1 18 —26 -1

Réponses mélangées

-1

» Réponses et corrigés page 162
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Fiche n° 26. Calcul matriciel

Réponses
1 -3 -1 . cos(kl) —sin(kd)
26.1a). ... 3 3 4 26.21) (sin(k@) cos(kd)
9 -7 3
n DY n
-2 -6 -5 26.2 ). : :
26.1b) ... 15 -1 11 J) - () )
18 —26 -1 noon
2 DY 2
26.1C). .t |17 (matrice 1 x 1)] n n
26.2 k) ......................... (TLZ)
1 7 =2 n? ... p2
26.1d) . 2 14 -4
-1 -7 2 26.2 1) ... nF=1D
1 26,3 8) ..o [2x 3771 x 51|
26.1€) .. 3 :
] 26.3 D) ...t 2r+1gi—i(an — 1)
26.16) .t (-5 15 3)| e3¢ 9 s 32+j( ( > )
5 4
26.1 8) i <4 5) 26.3) v ( ) (2 _ ;)
j—
5 3 -1 1
ZOLDR) v <4 31 2> 264 8) ..t 9i~ (Z_l)
j—1
1 7 —2
26.11) .o 7049 14 26.4 b (1 —=0;1)(di— Lt +5”)
(70 )] e R
1 2 —e
26.2 8). ... <(1) f) 26.5a) oo Mo <_2 - )
1/1 —-1-2i
26.2D) .. <(1) f) 26.5Db) ... 3(1 1 Jril)
1 k 1 5 2 -1
26.2C) . (0 1) 26.5C). oo : ( 3 9 _1
-6 -2 2
4 5
26.2d) (0 9> [0 4 0
26.5 d) .. 0 -2 -2
8 19 ™\2 -1 1
26,2 €) .. (0 27)
8 4 =2
1
k gk _ 9ok 26.5€). i -1-16 —6 7
26.2f) ... (20 5 3k2 ) ) 8( 0 -2 1
cos(26) —sin(20) 172 2 2
26.2g). .. (sin(?@) cos(20) 26.5f) . ... - i —21 24
cos(30) —sin(36)
26.2h). ... (sin(39) cos(36)
162 Réponses et corrigés



4 -2 2 0 26.6 Q) ... A#1
1{8 -6 4 2
26.58) i 37 5 3 1 ) 4 -1 3
5 3 1 1 26.6Db)........... oy EAR I 2SS
N A—1 0 1-A
26.5h0) ..o Non inversible!
26.6 C) ..
0O -1 0 -1
If1 1 0 o0 “1-A+X 1-X 2-2A
. 1 1
26.51) ... Sl 0 o1 o 26.6d) ... L . o T
0o 0 1 -1 - 1\ A-1 A-1
Corrigés

: . (11 11\ (1 2
26.2 a) Un calcul direct donne A° = <O 1) X (0 1) = (O 1).

. (21 2 1\ (4 5
26.2 d) On calcule : B (0 3>><(0 3><0 9),

s o (45 2 1\ (8 19
26.2e) Oncalcule: B° =B ><B_<O 9)><<0 3)_(0 27).

c? — (cos(@) sin(0)) « (Cos(ﬁ) sin(0)> (cos(&)2 — sin(0)? —2cos(0) sin(6) > _ <cos(20) sin(20)>
i i 2sin(f) cos(d)  —sin(0) + cos(8)? sin(20)  cos(26)

26.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « & la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

A la main, on remarque que lorsque l'on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une ligne

de 1 par une colonne de 1, donc sera égal an : D x D = | . (n) .| =nD.

En utilisant les coefficients, on peut écrire que
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26.3 a)

On calcule :

By =S anng =3 (17 )2t

k=1 k=1

Mais si k > 1, (z— 1) =0, donc

k—1

= (42

k=1
i—1 1
= ‘ 207137471 ¢n faisant le changement d’indice £ =k — 1
L
£=0
— [i—1)/2\"
S S
DY ( ; ) :
£=0
i—1
=2x37"x (g+1)
3
. i1 51 . j—i i-1
=2x3 X3¢1_2X3 X 5
26.3 b) On calcule :
[BQL']' _ Zbikbk]‘ _ Z2i3k—12k3j—k — gigi—i Z2k _ 2i+13j—z‘(2n ~1).
k=1 k=1 k=1
26.3 c) On calcule :
n n n o . on o\ k o o\ n
T I . - N koi—kokoj—k _ qitj <) i+tjfq _ (2
(BT x Bliy =Y [BJubr; = Y brbry; = » 283" 2" 307 F =3 Z<3> =2x3 (1 (3) )
k=1 k=1 k=1 k=1
26.3 d) On calcule
- ~ (i1 i—1 i—1
[A x Cyj :Zaikckj :Z b1 (0k,j+1 + Ok,j—1) = ) + . _ o
k=1 k=1 J J
26.4 a) Déja, la matrice A% est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < i.
Alors
5O (i1 (k-1
[A%]i; = Z[A]ik[A]kj = Z (k B 1) (]- - 1)
k=1 k=1
_i(i—l)(k—l)
pat k—1/\j—-1
_i (i —1)! (k —1)!
— (k=D =k G =Dk =)t
-y (i—1)! (i —J4)!
=D =) (k=) =g = (k=)
(i—1\ (i}
- (j—1>z(’f—j>
k=j
= (Zl> §(2J> en posant { =k — j
j—1 — L
(i1
=297 ).
(1)
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101 0 1 01 0 O
0 2 0 1 0 2 0 1 O
n=4 , n=>5 1 0 2 0 1

1 0 2 0
01 0 1 0 1 0 2 0
0 0 1 0 1

On calcule :
[C?ij = Zcikckj = Z((Si,kJrl + 0ik—1)(Ok,j+1 + Ok,j—1)

k=1

n n n n
= E 04, k+10k,j+1 + E Oi,k+10k, -1 + E 0ik—10k j+1 + E Oik—10k,j—1-
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Si (i,7) ¢ {1,n}*. Donc
[CQ]U =0i—1,j4+1 + 20;,5 + Sit1,5—1-

Ceci est confirmé par la structure « tridiagonale espacée » .
Sinon, pour (7, j) quelconque dans [[1,n]]2, on trouve

[C®lij = (1= 6i1)(Sim1,91 + 6ij) + (1= 8in)(8ij + iv1,5-1),

car 01,541 = 0 = 0, x,—1 pour tout k entre 1 et n.

26.5 ¢) Effectuons un pivot de Gauss :
1 -1 0|1 0 O 1 -1 0/1 0 0
o 2 10 1 0)— (0O 2 10 1 O
3 -1 2/0 0 1 0 2 2/-3 0 1/L3<+ L3—3L
1 -1 0|1 0 0
— ({0 1 1/2/ 0 1/2 0]|Lz+ L2/2
0 2 21-3 0 1
1 0 1/2]1 1/2 O\ L1+ L1+ Lo
— |0 1 1/2(/ 0 1/2 0
0 0 1 [-3 -1 1) L3y < L3z — 2L+
1 0 0/5/2 1 —1/2\ L1+ L1—1/2L3
— |0 1 0{3/2 1 —1/2|Ly<+ Ly—1/2L3
0 0 -3 -1 1
1 5 2 -1
Donc B est inversible d’inverse = | 3 2 -1
2
-6 -2 2
1 1 2
26.5 d) 1l ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C =7 1 0 0. On calcule alors (par pivot de Gauss) que
-1 -2 0
1 1 2 1 0 4 0 1 0 4 0
1 0 0] est inversible d’inverse 1 0 —2 =2, donc C est inversible d’inverse v 0 -2 =2
-1 -2 0 2 -1 1 ™2 -1 1
26.5 h) On remarque que Lg = L1 + 2Ly + 2L4.
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26.6 a) Effectuons un pivot de Gauss :

A 1 1|1 0 O -1 -1 2
-1 -1 210 1 0)— | A 1 1
A 1 20 0 1 A 1 2

—1 —1 2
— |1 0 1—X 142X\
0 1—-X 242X

01 0
1 0 0])L2<+ Ly
0 0

1

0 1 0
1 A0 L2(—L2+)\L1
0 A 1 L3(—L3+)\L1

Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,

1 -1 2 0010 10 3/0=N[1/1=N 1/1=X 0 L1<—L1+11)\L2
0 1—-X 1+2)\1 X 0] — 0 1—-X 142X 1 A 0 -
0 1-x 2+220 A 1 0 0 1 -1 0 1 e La—IL,

-1 0 0/4/(1—-X) 1/(0—=X) =3/(1—A)\ L1+ L - 713)\]:3
— (0 1-x 0 2x+2 A “2A =1 o Ly~ (142))Ls
0 0 1] -1 0 1

@2A+2)/(1=X) A/@A=X) (=22=-1)/(1=X) L2<—LL2

<1 0 0
—5{o 1 0
01 Z1 0 1 1-2

—4/1-X)  —1/1 =N 3/(1— ) >L1“L1

o

—4 -1 3
1
Dans ce cas, I'inverse de la matrice est - <2A +2 A =2X- 1)
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