Fiche de calcul n°27 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées, Applications linéaires, Matrices, Rang.

Vecteurs
Calcul 27.1 0
Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base 5.
a) u=(1,1), B=((0,1),(=1,2)). «errreiriiiitii i
b) w=(1,1), B=((=1,2),(0,1)). «ecoriiiiiiii
c) u=(3,4), B=((1,2),(12,13)). ..0oiiitiii
d) u=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6),(=1,0,1)). .....ccoeiiiiiiiii..
e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1),(=1,-1,3)). coeeirrriiiiiiiai..
f) u=X3+X%B=(1X,X(X-1),X(X-1)(X—=2) ...,
™ .
g) u:zr— cos(x + 5), B = (x> cos(z),z—sin(z)) ...cooviiiiiiii

Calculs de rangs

Calcul 27.2 — Sans calcul. (]
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) <3 1) ................................. d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 9 8 2 & | e e) 3 4.
5 20 5 20 46
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8| i f) eM,R) ...
3 6 9 12 1 ... 1
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Calcul 27.3 o

Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1 1 2 1
a) [ —4 =3 1| ... o (0 2 4
-4 -2 =2 1 1 2
b) cosf) —sinf I -1 2 3
<in @ cos | e d) 2 1 -1 2
4 9 TR T BEEEEERERERERE PR PR,
1 4 2 1
Matrices et Applications linéaires
Calcul 27.4 — Matrices d’endomorphismes. o

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

a) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..coooeiiii

b) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). «ccoveiiiiiii

¢) fi(my)— Re+yz—y), B=((1,2),(3,4) cooriii

d) f:(z,y,2)— (x+y,3z—2,y), B= ((1,0,0)7 (0,1,0),(1,1, 1)) ................

e) fiPi= P(X+2),B=(1,X,X2)
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Calcul 27.5 — Matrices d’applications linéaires. o

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la
base B'.

a) fi(z,y,2)— (+y+z,0-—y), B=((0,1,3),(4,5,6),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

Réponses mélangées

1 1 -1 -1 1
2 (9/11,2/11) 4 (1/2,—V3/2)
3 =5 4 15 0
1 0 1
1(—-19 —43
1 3 -1 1 3 1 3 2 1
9 21
0 1 1
010
0 0 2 -5 3
(07274a1) (_173) (_171/271/2)
0 0 0 1 1
0 0 0
1 2 4
2 2 2 (_2’4/55 11/5) 0 1 4 (33 _1)
0 0 1
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Réponses
27.18) i (3,-1) 27.2d) . 2740
27 1 b) ............... (_1’3) 27.2 e) ......................
27.26) .. 1
27.1¢). ... (9/11,2/11) ) 27.4 )
27.38) oo [2] FOR Y
27.1d).oooe (=2,4/5,11/5) 27.3Db) i
271 e) """"" (_17 1/27 1/2) 27.3 C) ...................... 27.4 e)
27.16) ..o (0,2,4,1) 27.3d) i
270 g). .o (1/2,-V3/2)|  27.a). . (;) _15) 275 )
27.28) i
-5 3
27.2b) .o 27.4b)... ( ) 1)
27.2C) oot 27.5b).......

Corrigés

— =1
27.1 a) Notons u = \(0,1) + u(—1,2). Alors, {)\'i o Ainsi, v = 3(0,1) — (-1, 2).

o o oo

Abl2p =3 [A+12p =3
2N+ 13y =4

2
—(1,2 —(12,13).
(1,2) + 2 (12,13)

Ainsi, u =

dp—v =1 A+bdp =2 A+5u =2
A+5u =2 c4p—v =1 & -v+4p =1
3AA+6pu+v =1 -u+v =-5 —5u =—4

[S23SN

Ad+p—v =-1 Ad+p—v =-1
w—v =0 S yp—v =0
A+pu+3v =1 4v =2
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27.1f) Notonsu=A4+pX +vX(X —-1)+6X(X —1)(X —2).
En évaluant en 0, A = 0.

En évaluant en 1, p = 2.

En évaluant en 2, 2u 4+ 2v = 8 + 4 = 12 soit v = 4.

En identifiant les coefficients de X* dans chacun des membres, 1 = §.
Finalement, u = 2X +4X (X — 1) + X(X — 1)(X —2).

3 2 1
27.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo + L1 et L3 < Ls + 2L1, on obtient <1 -1 O) .

3 2 1
En effecutant 'opération élémentaire L3 <— L3 + 2L2, on obtient (—1 -1 0) .
0 0 O

Ainsi, Rg(A) = 2.
- L . . [ (=D" 0
27.3b) Sisinf =0, i.e. il existe n € Z tel que = n, alors la matrice est égale & 0 (—1)" et elle est de

rang 2.

sinf cos 9) qui est de

Sinon, on effectue 'opération élémentaire L; < sin(f)L; — cos(f) L2 pour obtenir la matrice (

rang 2 car sin(6) # 0.

1 2 1
27.3 ¢) En effectuant Uopération élémentaire L3 < L3 — L1, on obtient <0 2 4) .

1 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 < 2L3 + L2, on obtient (0 2 4> .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
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27.3d) En effectuant les opérations élémentaires Lo « Lo — 2Ly, Lg < L3z — 4L, et Ly + L4 — L1, on obtient
1 -1 2 3

0 3 -5 -4
0 6 -7 -—13
0 5 0 —2
1 2 -1 3
STy . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire Cs <+ Cs, on obtient 0 -7 6 —13
0 o0 5 -2
1 2 -1 3
T . . 0 -5 3 —4
En effectuant I'opération élémentaire L3 <— 5L3 — 7L2, on obtient 0 0 9 a7

0 O 5 =2
Comme les deux derniéres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

p_ (13 _1f-4 3
“\2 4 2\ 2 1)

(;ﬁ/;) .Donc f(1,2) = *%(1,2)+§(374) et f(3,4) = *§(172)+%(3’4)'

. 4 ~19/2 10
A1ns1,P<_1> = ( 9/2 > et P<_1>
Ainsi, Matg(f) = ( )

27.4d) Comme f(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0)+3(0,1,0)+0(1,1,1), £(0,1,0) = (1,0,1) = 0-(1,0,0)—(0,1,0)+(1,1,1)

1 0 1
et f(1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1, 1), alors Mats(f) = <3 -1 1).
0 1 1

1 2 4
27.4¢) Comme f(1) =1, f(X) =X +2et f(X°) = (X +2)> = X® +4X +4, alors Mats(f) = (0 1 4).

27.5b) Comme f(1)=0=0-14+0-X4+0-X>40-X*, f(X)=1=140-X+0-X*+0- X’ et f(X?)=2X =

0-1+2X4+0-X>+0-X? alors Matg g (f) =
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