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EXTREMUM D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES
A VALEURS REELLES

Notations

e p est un entier supérieur ou égal & 2
e D est une partie de RP
e f une fonction de D a valeurs dans R.

On pourra donc écrire f sous la forme| f: DCRP — R
(x1,...,xp) — f(z1,...,2p)
Les p variables x1, . ..,x, s’appellent les variables de f.

x1 est la premiére variable de f, z9 est la deuxiéme variable de f,...

Lorsque f est une fonction de 2 ou 3 variables, on préférera noter (x,y) ou (z,y,z) les variables de f.

1 rappel: fonction d’une variable réelle & valeurs dans R

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I C R & valeurs dans R. Les affirmations
suivantes sont-elle vraies ou fausses?

1. Si f’(a) =0 alors f présente un extremum en a
2. Si f présente un extremum en a € I alors f'(a) =0

remarque 1 (plan d"étude)

On retiendra que le plan de recherche des extrema pour une fonction de plusieurs variables
est identique a celui pour une fonction d’une seule variable réelle: on commence par déterminer
si le domaine de définition est ouvert
e Si C’est le cas, on détermine les points ot la dérivée s’annule puis pour chacun d’eux on regarde
s’il s’agit d’un extremum ou pas.
e Si ce n’est pas le cas, on détermine les éventuels extrema a l'intérieur du domaine ( avec la
méthode ci-dessus) puis on étudie "a la main" les autres points.
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Fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles 2

2 extrema d’une fonction de plusieurs variables

-
ﬁ’ définition 1: extremun local ou global
Soit D une partie de RP et f une fonction de D C RP — R et a un élément de D.

e On dit que f présente un maximum global [resp. minimun global | au point a lorsque

Vz € D, f(z) < f(a) [resp. Vz € D, f(x) > f(a)]

e On dit que f présente un maximum local [resp. minimum local | au point a lorsque

il existe B une boule ouverte de centre a telle que

Ve e BN D, f(z) < f(a) [resp. Yo € BN D, f(z) > f(a) |

e On appelle extremum un minimum ou un maximum

S Les extrema globaux sont bien str ausst des extrema locaut.

/Oexemple 1:
< Etude en a = (0,1, — 2) de la fonction f définie sur R? par f(z,y,2) = 22+ (y — 1) + (2 + 2)?

/Oexemple 2:
% Etude en a = (0,0) de la fonction f: R*> — R

(zy) — 2°+y?

/Oexemple 3:

% Etude en a = (0,0) de la fonction f: R?* —
(zy) — zy

/Oexemple 4:
cos(z?+y*) +2 sizxP+yi<a

Etude en (0,0) de la fonction g définie sur R? par g(z,y) = { _
4 sinon

g posséde-t-elle un maximun global sur R?? un minimun global sur R??
(que deviennent ces résultats si dans la définition de g linégalité devient x® +y* < 12)
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Fonctions de plusieurs variables & valeurs réelles

W définition 2: point critique=point en lequel le gradient est nul

0 0 0
On dit que le point a € D est un point critique de f lorsque —f(a) = of a)=---= —f(a) =0
8901 8332 aﬂfp
PN oy . . . )
théoréme 1: condition nécessaire d’existence d’un extremum

Soit D un ouvert de R?, a € D et f € C1(D,R).

Si f présente un extremum local au point a alors a est un point critique de f, c’est & dire que toutes
les dérivées partielles premiéres de f au point a sont nulles

théoréme 2: rappel sur les fonctions d’une seule variable
Soit I un intervalle ouvert de Ret f: I C R — R.
Si f présente un extremum local en a alors f’(a) =0

(&

remarque 2

Le théoréme précédent nous indique que c’est parmi les points critiques de f qu’il faut chercher les
éventuels extrema lorsque I'on est sur un ouvert!. Attention, uniquement si D est un ouvert!. .. car si

D n’est pas un ouvert alors la chose est un peu plus délicate : il faut également regarder ce qui se passe
sur la frontiére de D...

/Oexemple 5:
g Etudier les extrema éventuels de la fonction f: R?® — R

(z,,2) — =+ 3y* —4dyz

/Oexemple 6:
< Etude des extrema de la fonction f définie sur R? par f(z,y,2) = 22 + (y — 1) + (z + 2)?

N
théoréme 3: théoréme des bornes atteintes (admis)

Toute fonction réelle continue sur une partie fermée bornée de RP est bornée et atteint ses bornes.

ce théoréme signifie que si f est continue sur un domaine fermé et borné alors f posséde un mazimum
et un minimum global

~
théoréme 4: rappel sur les fonctions d’une seule variable

L’image d’un segment par une fonction continue & valeurs réelles est un segment.
autrement dit
Si f est continue sur le segment [a,b] alors il existe ¢ < d deux réels tels que f([a,b]) = [c,d]

Ceci signifie également que tout fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes
S rappel: un segment est un intervalle fermé et borné

J
(& J
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Fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles 4

3 extrema d’une fonction de deux variables

Nous allons maintenant étudier plus a fond le cas ot D est un ouvert de R?, f désigne une
fonction de deux variables définie sur D et a est un point critique de f .

q )
g théoréme 5: Formule de Taylor-Young a l’ordre 2

Soit D un ouvert de R?, f € C%(D,R).
Alors, en tout point a = (xg,y0) de D, f admet un développement limité d’ordre 2:

0 0 1 5 02 0? 1 5 02
fla+h) = f(a) + hl.a%(@ + hz.aj;(a) + ih%.a—é(a) + h1h2.8$gy(a) v %.8y§(a) T ||k Re(h)
o2 o2 f o2 o2y

Souvent, on note r =

522\ 5= gy W = gyaz @ = 52 @

Ainsi en un point critique a = (xo,yo) le DL 2 s’écrit .

- J

-
gﬁf définition 3: Matrice hessienne
Soit D un ouvert de R?, f € C?(D,R).

Alors, en tout point a = (aj,a2) de D, on définit la matrice hessienne de f en a par

o Ll
H-t@=| % %y =(13)

Ox0y (a) 0y? (a)
hy h1 hy r s hy
t _t 72 2
On a alors <h2> H. <h2> = <h2> . (s t) . <h2> = rhi 4 2shihg + th; )

H = H(f)(a) est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable a I’aide d’une matrice de
passage orthogonale.
En notant A1 et Ao les valeurs propres de H(f)(a), dans une bon de vecteurs propres, on a ainsi

h h X A1 0 X
2 2 _t 1 1) _t 1 1 1) _ 2 2
it 2= (). () = (2) (32 (2) < nxt e aen

Ainsi, sous certaines hypothéses *, on comprend que localement, au voisinage d’un point critique a, on a

sg(f(a+h) — f(a)) = sg(rhi + 2shihy + th3) = sg(M X7 + Ao X3)

11 est facile de voir que
i) si Ay > 0 et A2 > 0 alors )\1X12 + )\2X22 est toujours positif
i) si Ay <0 et A2 <0 alors )\1X12 + )\2X22 est toujours négatif
iii) si Ay > 0 et Ao < 0 alors \; X? 4+ A2 X2 n’est pas de signe constante (méme au voisinage de (0,0))

Comme on sait que det(H(f)(a)) = A\.A\2 et tr(H(f)(a)) = A\ + A2, la distinction des cas ci-dessus peut
se faire également en discutant sur le signe du déterminant et de la trace.

* on montre que l'inversibilité de H est une condition suffisante.
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Fonctions de plusieurs variables & valeurs réelles 5

théoréme 6: version simple

Soit f une fonction de classe C? définie sur un ouvert D C R? a valeurs réelles.
Soit @ un point critique, en lequel la matrice hessienne H = H(f)(a) est inversible.

i) si les valeurs propres de H sont strictement positives alors f admet en ¢ un minimum local

ii) si les valeurs propres de H sont strictement négatives alors f admet en a un maximum local

iii) si les valeurs propres de H sont de signes opposés alors f ne présente pas d’extremum local en a

- J
. N , )
théoréme 7: version élaborée
Soit f une fonction de classe C? définie sur un ouvert D C R? a valeurs réelles, et a un point critique.
On note H(f)(a) la hessienne de f en a. Alors:
i) sidet(H(f)(a)) <0 alors f ne présente pas d’extremum local en a car les valeurs propres sont
de signes différents
ii) sidet(H(f)(a)) > 0et tr(H(f)(a) >0 alorsles valeurs propres sont positives et f présente un
minimum local en a
iii) sidet(H(f)(a)) > 0 et tr(H(f)(a) < 0 alorsles valeurs propres sont négatives et f présente
un maximum local en a
L iv) sidet(H(f)(a)) =0 alorsil n’y a pas de conclusion )
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Fonctions de plusieurs variables & valeurs réelles 6

/Oexemple 7:

:

Déterminer les extrema de f: R? — R
(z,y) — 2°+9° —3zy

Comme f est C? sur R? et que R? est un ouvert,
On sait que si f présente un extremum en a alors a est un point critique.

On a les équivalences

; 32_3 =0 — 2 — 2 — 2
grad(xy)f:6><:> :;:2 4 PEEY L A DI sy L *

Il y a ainsi deux points critiques a = (0,0) et b = (1,1)

La matrice hessienne de f en (z,y) est H(f)(z,y) = (ﬁz g;)

Etude du point a = (0,0)

0

OnaH:<_3

_03) et donc xg(X) = ";( )3(’ =X?2-32=(X-3)(X+3)
Ainsi sp(H) = {-3,3}

Comme les vp de H sont non nulles et de signes opposés,

on peut affirmer que ‘ f ne présente pas d’extremum en a = (0,0) ‘

Etude du point b = (1,1)

OnaH:<_63 ‘63> etdoncXH(X):‘X;6 XS_G‘:(X—6)2—32:(X—9)(X—3)

Ainsi sp(H) = {3,9}

Comme les vp de H sont strictement positives,

on peut affirmer que ‘ f présente un minimum local en b = (1,1) ‘

rem: ce minimum local vaut f(1,1)=1+1-3=—1

On remarque que ce n'est pas un minimum global car f(—2,0) = —8

/Oexemple 8: l'inversibilité de H est indispensable!

:

1. Montrer qu’au voisinage de (0,0) on a 2%+ y* = 22 + (22 + y?)e(z,y) avec ( l)ur% )5(x,y) =0
z,y)—(0,0

2. Justifier qu’au voisinage de (0,0) le signe de 2 + y3 n’est pas toujours égal au signe de z?!
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Fonctions de plusieurs variables & valeurs réelles 7

/Oexemple 9:
S Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = zy 4+ y%e . Etudier les extrema de f

/Oexemple 10:
Soit f la fonction définie par f(x,y) =2x +y+5
1. Etudier les extrema de f sur [—1, 4+ 1] x [—1, 4+ 1]
2. Etudier les extrema de f sur le disque ouvert de centre (0,0) et de rayon un.
3. Etudier les extrema de f sur le disque fermé de centre (0,0) et de rayon un.

,Oexemple 11: un exemple trés compliqué d’étude de continuité

3 ix<
Etudier la continuité de la fonction f définie sur R? par | f(z,y) = Ty S? sy
20 +2y siz>y

Notons D_ = {(z,y) € R*|y < 2}, D1 = {(z,y) € R¥|y > 2} et Dy = {(z,y) € R?|y = z}
1. Sur D_, on a f: (x,y) — 2z + 2y (expression polynomiale) . f est donc continue sur D_
2. Sur Dy, on a f: (z,y) — 3x 4+ y. méme conclusion
3. Etudions la continuité en un point a = (zg,zo) de Dy.

e On a lim flzy) = lim 2x + 2y = 4xo.
(z,y)—(x0,70) (z,y)—(z0,0)
(zy)eD— (z,y)eD-

on peut donc écrire Ve > 0,3n; > 0,Vz € D_, ||z —al| <m1 = |f(z) — dwo| < €

e On a lim  f(zy) = lim 3z +y = 4xo.
(z,y)—(20,20) (z,y)—(z0,20)
(z,y)€DoUD 4 (z,y)€DoUD

on peut donc écrire |Ve > 0,32 > 0,Vx € Do U Dy, ||z —al| < n2 = |f(z) — 4zo] < €

e Soit € > 0 fixé. Notons 1 = min(n,72).
Comme D_ U DyU D, =R?,
on peut affirmer que Vo € R? on a ||z — al| < n = |f(z) — 420| < €.
Au total on a montré que | Ve > 0,3n > 0Vz € R? ||z —a| < n = |f(z) — f(a)| <€
c’est a dire que f est continue en a = (z9,20)

4. On a montré que f est continue sur D_, D, et Dy: on a montré que f est continue sur R?

Cet exemple est a rapprocher de exercice suivant:
Montrer que la fonction|f: R — R est continue sur R.
In(l14+¢) sit>0

sin(t) sinon

t
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