JOLI PROBLEME D’ANALYSE!

1 T
t
Soit f la fonction définie par: f(x) = / dt
o 1+t
1. (a) Montrer que f est bien définie sur I =] — 1, + oo].
1
(b) Montrer que: Vz € I, f(z+1)+ f(x) = P

2. (a) Montrer que f est continue sur [a, + oo[ pour tout réel a > —1.
En déduire que f est continue sur I.

(b) En déduire, a I'aide du 1)b), la limite de f(z) quand = tend vers —1 & droite ainsi qu'un équi-
valent de f(x) au voisinage de —1 a droite.

3. Pour x dans I et k € N, on pose I(z) = fol t*(Int)*dt.

A Taide d’une intégration par parties, montrer par récurrence que Ix(x) converge et déterminer une
relation reliant Iy (z) et Iy41(z) En déduire I;(x) pour k dans N.

(Int)*
4. On pose, pour k dans N et x dans I, ¢(t,x) = mtz

(a) Montrer que, pour tout = dans I, t — ¢y (t,x) est intégrable sur ]0,1].

(b) Soit @ > —1, montrer par récurrence que pour tout k € N | f est de classe CF sur [a, + oo et

1 (Int)*
que: Vk € NVz € [a, + o], f®(z) = [, Tt tdt
(¢) En déduire que f est C*° sur [
5. (a) Montrer que Vo € I,Vn € N, |f) (x| < |I,(z)| = (m—i—nl')"ﬂ
(b) Montrer que: Vn € N, %' < [f™(0)] < n!
0

(¢) En déduire le rayon de convergence de la série entiére '
n>0 n.

(d) On rappelle la formule de Taylor avec reste intégral(sauriez-vous la redémontrer?) :
Si f est de classe C™*! sur un intervalle contenant 0 et z alors

T

n o e(k) T ()
fo =Y P k,( Dt 4 By(e) ot Roe) = /0 @O ) 1)
k=0 ’

n!
. . £™(0)
i. En utilisant cette formule, montrer que Vz € [0,1], f(z) = > "
n>0 N
ii. Mont €] = 0[,0> S |
ii. Montrer que pour z €] — = —
que p oL T+ 1
1 ™ (0
ili. En déduire que Vz €] — =,0[, f(z)= >_ LA ):L‘"
2 n>0 n'
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