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JOLI PROBLEME D’ANALYSE !

Soit f la fonction définie par : f(x) =
∫ 1

0

tx

1 + t
dt

1. (a) Montrer que f est bien définie sur I =]− 1,+∞[.

(b) Montrer que : ∀x ∈ I, f(x+ 1) + f(x) =
1

x+ 1

2. (a) Montrer que f est continue sur [a,+∞[ pour tout réel a > −1.
En déduire que f est continue sur I.

(b) En déduire, à l’aide du 1)b), la limite de f(x) quand x tend vers −1 à droite ainsi qu’un équi-
valent de f(x) au voisinage de −1 à droite.

3. Pour x dans I et k ∈ N, on pose Ik(x) =
∫ 1
0 t

x(ln t)kdt.

A l’aide d’une intégration par parties, montrer par récurrence que Ik(x) converge et déterminer une
relation reliant Ik(x) et Ik+1(x) En déduire Ik(x) pour k dans N.

4. On pose, pour k dans N et x dans I, φk(t,x) =
(ln t)k

1 + t
tx

(a) Montrer que, pour tout x dans I, t 7→ φk(t,x) est intégrable sur ]0,1].

(b) Soit a > −1, montrer par récurrence que pour tout k ∈ N , f est de classe Ck sur [a, +∞[ et

que : ∀k ∈ N,∀x ∈ [a,+∞[, f (k)(x) =
∫ 1
0

(ln t)k

1 + t
txdt

(c) En déduire que f est C∞ sur I

5. (a) Montrer que ∀x ∈ I,∀n ∈ N, |f (n)(x| ≤ |In(x)| =
n!

(x+ 1)n+1
.

(b) Montrer que : ∀n ∈ N,
n!

2
≤ |f (n)(0)| ≤ n!

(c) En déduire le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

f (n)(0)

n!
xn .

(d) On rappelle la formule de Taylor avec reste intégral(sauriez-vous la redémontrer?) :
Si f est de classe Cn+1 sur un intervalle contenant 0 et x alors

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +Rn(x) où Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n
n!

f (n+1)(t)dt

i. En utilisant cette formule, montrer que ∀x ∈ [0,1[, f(x) =
∑
n≥0

f (n)(0)

n!
xn

ii. Montrer que pour x ∈]− 1

2
,0[ , 0 >

x

x+ 1
> −1

iii. En déduire que ∀x ∈]− 1

2
,0[, f(x) =

∑
n≥0

f (n)(0)

n!
xn
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