SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
A COEFFICIENTS CONSTANTS

Dans tout ce chapitre, p et n désigneront deux entiers supérieurs ou égaux a un, et I un intervalle réel

contenant au moins deux réels.

1 Deéfinition - exemples

définition 1: systéme différentiel
On appelle systéme différentiel linéaire d’ordre un a coefficients constants tout systéme du type:

zn(t) = ap121(t) + -+ anpzn(t) + bn(t) (En)

ou:
— t désigne une variable réelle appartenant & un intervalle
(ai j)1<ij<n sont n? constantes réelles ou complexes données.

— (bi)1<i<n sont n fonctions continues données de I — R ou C

— (i) 1<i<n désignent n fonctions inconnues définies et dérivables sur 1

Le systeme différentiel précédent peut s’écrire maitriciellement ‘ X'(t) = A.X(t) + B(t) ‘ en posant

:El(t) b1 (t) U
@) = 332:@) B(t) = bQ;(t) A= (aijicijn = | :
xn'(t) bn'(t) an,1 nn
b Y,

remarque 1
Trés souvent lorsque le systéme différentiel comportera deux ou trois fonctions inconnues, on les notera

x ety (et z) plutét que x1 et xo (et x3)
) =-x1+1
Ainsi le systéme de 'exemple 1 correspond au systéme {  * !
xh = —2x9+cht
~

e . N < .
,Oexemple 1: un premier cas trés simple: systéme diagonal

On dit qu’un systéme différentiel est diagonal lorsque la matrice A est une matrice diagonale (ne pas
confondre avec diagonalisable!). Dans ce cas, le systéme n’est rien d’autre qu'un ensemble d’équations

différentielles indépendantes les unes des autres.

/
= —z+1
Ezxemple: {w/ ;;—:_ h(t)
= - ¢
- Y Y J




méthode 1: résolution d’un systéme triangulaire
Lorsque la matrice A est une matrice triangulaire supérieure on dit que le systéme différentiel est
triangulaire. On commence par résoudre la derniére équation et on remonte progressivement.

Ezxzemple:
x) 2x1 + 29 + €
Résoudre le systéme différentiel triangulaire suivant § xf, = 29+ x3
I

On devra trouver

I(K,L,M) € K3Vt € R, (x1(t),22(t),73(t)) = (—€!,0,0) + Ke?(1,0,0) + Le?!(,1,0) + Mel(1, — 1,1)

g )
,Oexemple 2: un exemple avec une astuce
¥y =x1+4 229+t
1. (a) Résoudre le systéme suivant: { "~ ' Lt
xrh =2x1+x9—1
(b) Résoudre le méme systéme avec la condition initiale z1(0) = x2(0) =0
¥, =z +x
2. (a) Résoudre le systéme homogéne suivant : /1 LT
Ty = 161 + 22
(b) Résoudre le méme systéme avec les conditions initiales z1(0) = 0 et 22(0) = 8.
L Vous devez trouver ¥t € R, (w1(t),xa(t)) = (e’ — e3¢ 4eP + 4e73t) )

2 Interprétation graphique

remarque 2 (interprétation géométrique d’un systéme différentiel d’ordre deux)

Soit (x,y) une solution d’un systéme différentiel d’ordre deux homogéne,
/ _
c’est a dire que x et y sont deux fonctions définies sur R telles que Vt € R, {$/(t) = anz(t) +azy(t)
y'(t) = a2z(t) + any(t)
— considérons la courbe paramétrée t — (x(t),y(t)) = M(t)
— pour un t fixé, si (¢'(t),y'(t)) # (0,0) on sait que cela signifie que M (t) est un point régulier et
donc que la tangente a la courbe au point M (t) est dirigée par (z'(t),y'(t))
— Or ce vecteur est égal au vecteur
(allzc(t) + algy(t),CLQl{E(t) + agzy(t)) = M/(t)
qui ne dépend donc que
de la position du point!
(et non pas de 'instant t
pour lequel on est ce point)

— On rappelle que I'on appelle courbe intégrale la représentation graphique de la solution d’une
équation différentielle, ou d’un systéme différentiel.

— un systéme différentiel homogéne étant donné, on peut donc préciser en tout point quelle sera
la direction de la tangente a la courbe intégrale passant par ce point: en représentant un certain
nombre de "petits vecteurs tangents" en plusieurs points, cela nous donne une idée de la géométrie
des courbes intégrales.

— si le systéme différentiel comporte un second membre (by(t),b2(t)) avec by ou by fonctions non
constantes, on ne peut faire la méme interprétation, car cette fois I'instant t pour lequel on est a
la position M (t) influe sur le vecteur directeur de la tangente.

— Pour un systéme différentielle homogéne d’ordre trois, l'interprétation est analogue avec l’arc
paramétré de 'espace t — (x(t),y(t),z(t)) = M(t)




COexemple 3:

/
= -
Considérons le systéme ldifférentiel (S) = { , Y avec I =R
y = =
I E N
£ oA
f
) .---.I.H.
o
L,

e !
NRRNENC ‘
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L =5 oy

2 +z =0
Yy =z
2. En déduire la résolution de (.5). Quelle est la nature des courbes intégrales?

3. Pouvait-on prévoir ce résultat dés le départ en considérant za’ + yy'? )

1. Montrer que si (z,y) est solution de (S) alors { , (on justifiera que 2" existe)

-

%méthode 2: résolution en résolvant une équation différentielle du second ordre
Aprés avoir justifié que ’on peut dériver 2’ et 3/, on détermine une équation différentielle su second
ordre nécessairement vérifier par z [resp. par y|. On détermine la solution générale de cette équation
différentielle. On en déduit ensuite une expression de y [resp. de x|. Et on vérifie que les fonctions
trouvées sont effectivement solutions.

Cette méthode est applicable avec les systémes homogénes ou non homogénes

Exzemple:
12
r= Zsxr+ 3y
On s’intéresse au systeme (S) = 2 %
r_
y = gf - gy

1. Justifier que les solutions sont des fonctions de classe C? au moins
2. Premiere méthode:
— Déterminer une équation différentielle satisfaite par x, et la résoudre.
— Obtenir un expression de y par simple dérivation
— Conclure
3. Seconde méthode:
— Déterminer une équation différentielle satisfaite par y, et la résoudre.

— Méme plan




-
,Oexemple 4:
On considére les systémes différentiels

_Jjy= e =y
(51)—{y,_ oy (52)—{,

1. Associer a chaque dessin le systéme différentiel correspondant
2. On s’intéresse au systéme (5)
(a) Résoudre le systéme différentiel (on notera K [resp. L] la constante dans l'expression de x
[resp. de y|
(b) A quoi correspond la courbe intégrale pour (K,L) = (0,0)?
(¢) Méme question pour K =0 et L # 0. Puis pour K #0et L =0
Représenter ces courbes intégrales sur un dessin en les orientant
Dans la suite on suppose que K.L # 0

(d) Indiquer dans quelle zone du plan est située la courbe intégrale en fonction du signe de K et

L

(e) Montrer que la courbe intégrale est incluse dans une parabole dont on donnera 1’équation.
Toute la parabole est-elle décrite?

(f) Dessiner quelques courbes intégrales en les orientant.
3. On s’intéresse au systéme (Sy)

(a) Reésoudre le systeéme (S4).
Combien y a t il de solutions telles que z(0) = g et y(0) = yo avec (z0,y0) fixé dans R??

(b) Intéressez-vous, comme ci-dessus, a la nature des courbes intégrales




3 Reésultats théoriques

KQ théoréme 1: existence et unicité de la solution sur / du pb de Cauchy(admis)

Soit I un intervalle de R et ty € I.

Soit A € M, (K), B € C°(I,K") et X € K™

Alors, il existe une et une seule fonction X définie sur I et solution du systéme X' = AX + B
satisfaisant a la condition initiale X (tg) = Xo

L’ensemble de définition sur lequel les solutions sont définies est I’ensemble de définition de la foncti
Dans le cas particulier important ou le systéme est homogéne, ’ensemble de définition est donc R
\ ! tout entier. )

Le théoréme précédent fait irrésistiblement penser au théoréme suivant déja vu dans le chapitre sur les
équations différentielles scalaires:

.
Q théoréme 2: probléme de Cauchy linéaire scalaire du premier ordre (rappel)
Soit I un intervalle de R, xg € I et yy € K.
Soit a et b deux fonctions continues de I — K.
Ve e I,f'(z) +a(x)f(z) = b(x
Alors: il existe une unique fonction f définie sur [ telle que fz) () () (z)
et f(zo) =yo
c’est-a-dire qu’il existe une unique solution sur I de l’équation différentielle y' + a(x)y = b(z) qui
L vérifie la condition initiale y(zo) = yo )
( )
/Oexemple 5:
] =x1+4 229+ 323
Résoudre le systéme différentiel ¢ 2, = 2x; 4 32 + 23
fL‘g =311 + x2 + 223
(avec la condition initiale suivante x(m) = zo(m) = x3(m) =0 )
q R \ R )
théoréme 3: cas des systémes homogénes
L’ensemble des solutions du systéme différentiel X’ = AX est un sev de dimension n de ’ensemble
des fonctions de classe C*(R,K")
- J
q R \ )
8 théoréme 4: cas des systémes avec second membre
La solution générale du systéme différentiel X’ = AX + B est égale a la somme d’une solution
particuliére et de la solution générale du systéme homogéne associé X' = AX.
C’est a dire que si l'on note :
1) X la solution générale du systéme X' = AX + B
ii) X, une solution particuliere du systeme X' = AX + B
iii) X la solution générale du systéeme homogene X' = AX
Alors, on a | X = X, +X
- J
( s )
/Oexemple 6: on reprend I’exemple [I]
et o2t o2t ot
On a vu que la solution généraleest X :t+ | 0 | +K | 0 | +L | e | + M | —¢f
0 0 0 et
Donner une base de I’ensemble des solutions du systéme homogéne associé (on vérifiera que ces 3 fonctions
constituent bien une famille libre)

- J

n B.



4 Pratique de la résolution lorsque A est diagonalisable ou trigonalisable

4.1

Cas d’un systéme homogéne

%méthode 3: systéme homogéne avec A diagonalisable ou trigonalisable

— On considére le syst. diff. homogeéne X’ = AX avec A est diagonalisable ou trigonalisable.

— Il existe donc une matrice inversible P et une matrice diagonale ou triangulaire supérieure T’

telle que A = PTP~!.
— On effectue un changement de fonction inconnue en posant ¥ = P71 X (et donc X = PY)

— On montre que’X’ =AX <Y’ :TY‘

— Le systéme différentiel Y/ = T'Y est alors simple & résoudre car ¢’est un systéme diagonal (si T’
est diagonale) ou au pire un systéme triangulaire (si 7" est triangulaire). On détermine alors la
solution générale Y de ce systéme différentiel puis on trouve la solution générale X simplement

en effectuant le produit PY.

— on remarque avec joie que lorsque le systéme différentiel est homogéne, sa résolution ne nécessite

pas de calculer 'inverse de la matrice de passage P !

&

( )
,Oexemple 7:
Résolvons le systéme différentiel X' = AX avec A = (:; g)
: : . 1 2 11
— On trouve que A est trigonalisable: A est semblable 4 T' = g 1) avec P= 1 o
/
= 2
— On montre que le syst. X’ = AX équivaut au syst. Y/ = TY, soit {y/l Y1t 2y
Yo =92
— On trouve d’abord ys : t — Ke' puis y; : t — (2Kt + L)et.
t
Ainsi la solution générale du systéme Y/ =TY est Y : ¢t +— ((QK%—ZtL)e )
— La solution générale du systéme X’ = AX est X = PY, ce qui donne
1 1 (2Kt + K + L)e 2t +1 1
_ ¢ t _ — Feot t
VteR, X = (2Kt+ L)e (1> + Ke <2) = ((2Kt—|—L+2K)et> = Ke <2t+2> + Le (1> av
J

(< )
{g théoréme 5: X’ = AX avec A diagonalisable (HP depuis 2015, a savoir redémontrer)

(on peut alors écrire A = PDP~! avec D = diag(\1,...,\n).)
Les solutions du sytéme X’ = AX sont les fonctions

X:R — K" avec (Kq,...,K,) € K" constantes arbitraires
K exp(Ait)

t — P.

K, exp(Ant)

on peut encore présenter le résultat précédent sous la forme :

X :t— Kiexp(Mt)Vi + -+ + Ky exp(Ant) Vi

ou V; représente le i-eme vecteur colonne de la matrice P .

(rappel : (V1,...

propres Ai, ... ,Ap).

Vo) est une base de vecteurs propres de K™ respectivement associés aux valeurs

be (K,L) €

J




4.2 Cas d’un systéme non homogéne
On consideére le systéme différentiel X' = AX + B avec A diagonalisable ou trigonalisable.
Il y a deux maniéres de procéder:

1. si 'on connait une solution particuliére, grace au théoréme {4l il suffit de la sommer avec la solution
générale du systéme homogéne associé.

2. si 'on ne connait pas de solution particuliére, on va poser encore une fois le changement d’inconnue
Y = P7'X mais cette fois le calcul de P~! sera nécessaire :-((!

%méthode 4: on connait une solution particuliére
I1 suffit d’ajouter une solution particuliére & la solution générale du syst. diff. homogéne associé.
Ezemple:

¥ =—x+4y+t

’ .

On considére le systéeme différentiel
y =-2z4+3y+2t-3

— Une solution particuliere évidente est
— La solution générale du systéme homogene associé est

— La solution générale du systéme avec second membre est donc

%méthode 5: ol on ne connait pas une solution particuliére

— On considére le syst. diff. X’ = AX + B avec A = PTP~! avec T triangulaire ou méme
diagonale

— On pose Y = P71 X, et on montre que le syst. équivaut 4 Y’ =TY 4+ P~ !B

— On détermine P~ ! ainsi que P~'B

— On résout le systéme triangulaire trouvée( on trouve Y')

— Puis on calcule X = PY

Exemple:

/

=—Tr+8y+6¢cht+ 10sht
On considere le systéme différentiel o T+ oy +bcht+10s
Yy =—6z+Ty+5cht+9sht

1. Donner les matrices A et B. Montrer que A est diagonalisable et donner P et D.
2. On pose Y = P~1X. Montrer que le systéme équivaut ¢ Y' = DY + P~1B.
3. Calculer P~1 puis P~'B et résoudre le systéme ci-dessus.
4. Conclure
(" N
,Oexemple 8:
"(t) = t t cos(t) — sin(t
Résoudre le systéme différentiel x/( ) () +y() + Ob(.) sin(t)
y'(t) = —x(t) + 3y(t) + sin(t)
- J
(" N
/Oexemple 9:
Résoudre les systémes différentiels:
yi = 0 v = n + e
Y5 = Y1ty et ¢ ¥y = Y1+ + et
L Ys = ynity2tys Y5 = Y1+y2+us )




5 Equivalence entre une équation scalaire d’ordre n et un systéme de n
équations d’ordre un

5.1 cas général

Soient aq, ...,a,_1 n réels et b une fonction continue sur un intervalle I.

On considere 1’équation différentielle linéaire d’ordre n |2 + a,_12™ Y + .. 4 aoz = b (En).

T 0 1 0 0 0
x : .. ..
— On note X = . , A= ‘ ’ : 0 et B =
: 0 . 0 1
(1) —ag —a; -+ —Qp—1 b

— Avec ces notations on a ‘ (Ep)<— X'=AX+B

— On peut alors résoudre ce systéme différentiel avec les méthodes précédentes: on obtiendra la solution
générale de (E,)!

e . ™
,Oexemple 10: Matrices compagnons
On considére la matrice A ci-dessus.
1. Déterminer le polynéme caractéristique de la matrice A
2. Soit A une valeur propre de A.
Montrer que E) est une droite vectorielle et donner un vecteur propre associé.
3. A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur le polynéme
X"+ ap 1 X" P ha, o X" 24+ a1 X +ag
9 la matrice A est-elle diagonalisable? y
( )
/Oexemple 11:
Résoudre 1'équation différentielle 24 — ) — 72(3) 4 2/ + 62 = 0 en introduisant un systéme différentiel
Qudicieux! )

5.2 cas particulier des équations homogénes du second ordre a coefficients constants

Soient « et 3 deux constantes réelles. On considére I’équation différentielle du second ordre‘ 2" + ax’ + Bz = 0(FH2).

Nous allons utiliser les résultats matriciels vus ci-dessus pour retrouver les résultats bien connus (!) de pre-

. 1
miére année. Notons X = (w/) et |A= ( 0 ) !
T -8 -«

L’équation différentielle linéaire homogéne du second ordre équivaut au systéme différentiel linéaire homo-

géne du premier ordre

On a xA(X) = X2+ aX + 3. Notons A le discriminant du trinéme X? + aX + 3
— 81 A > 0. on note A1 et Ay les deux racines distinctes.

A est diagonalisable, semblable & la matrice <)(\)1 ;) > On a alors | X (t) = Ki.eMtV + Ky.e?2t V,
2

— s1 A = 0. on note A la racine double.

A est trigonalisable, semblable & la matrice (g\ i) On a alors | X () = K1.eM. V] 4+ Ko.teM.Vy

— si A < 0. on note A et \ les deux racines complexes conjuguées.

A est diagonalisable dans C, semblable & la matrice complexe <€)\ S\) .Onaalors| X (t) = K.eMV; + K.eMVy




. t . .
Ensuite, comme X (t) = (:1:( )>, pour retrouver les résultats de sup, il suffit de regarder la premiére

/(1)

composante de chacune des solutions X (¢) trouvées!

( . . . . )
,Oexemple 12: ’démonstration’ du résultat précédent sur un exemple
On s’intéresse aux solutions réelles de I’équation différentielle 2" + 42 =0 (E)
On note X = <x/>
x
1. Donner la matrice A tel que X' = AX <= (E)
2. Montrer que A est diagonalisable dans C et donner les matrices P et D.
3. En déduire la solution générale du syst. diff. X' = AX,
9 4. En déduire les solutions réelles de (F) )
6 Comportement asymptotique des solutions
remarque 3
— Dans le cas ou A est diagonalisable, les solutions sont de la forme
X(t) = Kiexp(Mt) Vi + -+ - + Ky exp(Apt)V,,
ou (Vi,...,V,) est une base de vecteurs propres de K™ respectivement associés aux valeurs propres

AL, ne
— On utilise la forme algébrique des complexes: A\, = aj + iby
alors exp(Ait) = exp(axt) * exp(ibxt) et |exp(ibit)| = 1.
— si ap < 0 alors quand t — 400, exp(Axt) — 0
donc le vecteur Vi, "contribue peu" dans la valeur de X (t).
— Inversement si ay, > 0 alors quand t — 400, exp(Axt) — 400 donc
le vecteur Vj, "contribue pour beaucoup" dans la valeur de X (t)
— A noter que le signe = n’est pas le symbole ~ !
(il signifie juste ce qui est indiqué plus haut)

théoréme 6:

Soit A une matrice diagonalisable de M,,(K) ayant toutes ses valeurs propres avec une partie réelle

strictement négative.
Alors toute solution du systéme différentiel homogéne X’ = AX vérifie tli+m X(t)=0
— 100




7 Annexe: dérivée de matrices’

~
définition 2: matrice de classe C*
Soit (m;;) un ensemble de n x p fonctions définies sur un intervalle I de R a valeurs dans K.
On dit que la matrice M € M, ,(K) est de classe C* sur I lorsque chacune de ses fonctions-coefficients
(fonctions coordonnées) m; ; est de classe C* sur 1. )
g )
,Oexemple 13:
. t2 cost .
— la matrice M = M(t) = : 5 | est une matrice de classe C*° sur R
—sint 3t
. atri — _( I : e (0 ¢ T,
la matrice M = M(t) = (tant est de classe C” sur | 5 +2 [
. J
AR B Ao c )
définition 3: ’dérivée d’une matrice’
Soit A = (m; ;) une matrice de classe C! sur I.
On appelle dérivée de M, et on note M’, la matrice de coefficient général (miv j) Py
remarque 4
1. on dit que| lim M (t) = N | lorsque | pour tout i et tout j, on a lim m; ;(t) = n;;
t—to t—to
M(to+h) — M(t
2. avec cette définition, on a donc | lim (fo + 1) (to) = M'(tg)
h—0 h
( )
,Oexemple 14:
. cost —sint
Soit M(¢) = (sint cost >
M est de classe O sur R et 'on a:Vt e R, M'(t) = —sint _Cf)St =M(t+7%)
cost —sint
Par une récurrence immédiate, on a donc Vk € N | M®)(t) = M(t + k) y
( )
/Oexemple 15:
\Soit M € M, (R) une matrice de classe C* sur R telle que M®) = 0. Que dire de M? y
(R o . . R
Q théoréme 7: dérivée d’un produit matriciel
Soit M € M,,,(K) et N € M, ,(K) deux matrices de classe C1, alors:
i. MN est une matrice de classe C! et I'on a la formule ‘(MN)’ = M'N+ MN'| (et Pordre
compte!)
ii. dans le cas ou M est une matrice constante, on a ‘ (MN) = MN'
S D’apres vous, la formule de Leibniz est-elle valable pour le produit matriciel ? Y
( )
,Oexemple 16:
a est un réel fixé. , .
On s’intéresse aux solutions réelles du systéme différentiel (m/) = (c.osa —em a) (m)
y sina  cosa Y
Résoudre ce systéme en posant z = x + i.y.
K(Question: comment passe-t-on de M (z(t)) a M(z(t+ h))?) y

10
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