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Dans ce polycopié, nous allons donner un sens a des intégrales de fonctions qui ne seront pas continues

théoréme 1: c’est le théoréme 3 du premier poly d’intégration :-)

Soit [a,b] un segment de R, et f une fonction définie et continue sur [a,b] & valeurs dans K. Alors:

b
i) lintégrale de f sur le segment [a,b] existe, cad / f existe.
a

b
ii) et l'on a / f=F(b)— F(a) o F désigne une primitive quelconque de f sur [a,b]
a

L’intégrale d’une fonction continue sur un segment existe toujours. on dira encore qu’
"une fonction continue sur un segment est intégrable sur ce segment".
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Définition, exemples (V072)

-

définition 1: intégrale généralisée en sa borne supérieure

Soit [a,b] un intervalle semi-ouvert avec a € R et b € RU {400}.
Soit f une fonction continue de [a,b] & valeurs dans K

b

1. On dit que l’intégrale / f(t)dt est convergente lorsque la fonction F' définie par F' : x / (@)

admet une limite finie lorsque = tend vers b par valeurs inférieures

r—b—

Si tel est le cas, on note / f(t)dt = lim F(x)

2. Dans le cas contraire, on dit que / f(t)dt est une intégrale divergente.

3. On dit que lintégrale / f(t)dt est absolument convergente ou encore que f est intégrable sur

Uintervalle [a,b[ lorsque f; | f(¢)dt| est une intégrale convergente.

b

remarque: comme pour les séries numériques, la notation / f(t)dt désigne "le probleme”

a
le cas de convergence, la valeur de l’intégrale, c’est & dire un nombre réel ou compleze.

et, dans

J

interprétation graphique



,Oexemple 1: déterminer la nature d’une intégrale a ’aide de la définition
dt

oo
Nature et éventuellement calcul de / —_—
o 2432

e La fonction f:t— est continue sur [0, + ool;

1
2+ 32

on peut affirmer par théoréeme que f posséde des primitives sur [0, + oo]

. o dt o . .
Lintégrale 2132 est donc généralisée en sa borne supérieure uniquement
0

e Soitx>0. Ona

. odt 1t dt
r) = [soa= [ ot =5 1<\/§t>2
_|_
V2

t dt
\5)% (et donc du = fi), cela donne

V2

On effectue le changement de variable u =

2
L EAY 1 w1 G V3z
F(z) = = = —— = — [arctan u]o‘/5 = — arctan(—~=
2 0 1 + U2 \/6 0 1 =+ U2 \/6 \/6 \/i

)

. (limite finie)

D’ou trivialement lim F(x) = T

T—00 2\/6

o dt 7r
On peut ainsi dire que | l'intégrale / converge et vaut —— |.
0

2 4 3t2 21/6
©dt T
On écrit — = —=
/0 2432 26

,Oexemple 2: déterminer la nature d’une intégrale a 1’aide de la définition
1
dt

Nature et éventuellement calcul de 1
0 t—

est continue sur [0,1];

e La fonction f :t— ;
on peut affirmer par théoréeme que f posséde des primitives sur [0,1]

1
L’intégrale / f(t)dt est donc généralisée en sa borne supérieure uniquement
0
e Soit x € [0,1]

On a

Flz) = /Oxf(t)dt: Oxt‘f’fl — [t — 1 = In(1 - 2)

Comme lim F(z)= +o0,
r—1-

dt

1
on a montré que / ; est une intégrale divergente
0



définition 2: intégrale généralisée en sa borne inférieure

Soit ]a,b] un intervalle semi-ouvert avec b € R et a € RU {—00}.
Soit f une fonction continue de ]a,b] & valeurs dans K

b
1. On dit que l’intégrale / f(t)dt est convergente lorsque la fonction F' définie par F' : z +— / f(t)

admet une limite finie lorsque = tend vers a par valeurs supérieures

r—a™t

Si tel est le cas, on note / f(t)dt = lim F(x)

2. Dans le cas contraire, on dit que / f(t)dt est une intégrale divergente.

3. On dit que lintégrale / f(t)dt est absolument convergente ou encore que f est intégrable sur

lintervalle |a,b] lorsque f; | f(t)dt| est une intégrale convergente.

J
,Oexemple 3: déterminer la nature d’une intégrale i ’aide de la définition
0
Nature et éventuellement calcul de / cos(t)dt
— 0o
e La fonction cos est continue sur ] — 00,0]
0
L’intégrale / cos(t)dt est donc généralisée en sa borne inférieure uniquement
—00
e Soitx <0 o
On a F(x) = / cos(t)dt = [Sin(t)]g = —sin(x) Comme F ne posséde pas de limite en —oo,
€T
0
on a montré que / cos(t)dt est une intégrale divergente.
—00
2 Intégrale faussement généralisée (V073)
» . . . . . » \
définition 3: fonction prolongeable par continuité
Soit I un intervalle, et 2y un élément de I ou une borne finie de I.
Soit f une fonction définie et continue sur 'intervalle I — {z¢}.
On dit que f est prolongeable par continuité en zy lorsque lim f(z) existe et est finie
T—T0
La fonction ainsi prolongée est la fonction f: 1 — R
f(@) S1& F Lo
— . .
v = lim f(z) siz=ux
Tr—TQ
La fonction f est alors une fonction continue sur I.
rem: Tres souvent, I’énoncé dit que "l’on appellera encore f la fonction ainsi prolongée”
(| rem: on ne dit jamais qu’une fonction est prolongeable par continuité en +0o0 ou en —oo )




( . . e s . )
/Oexemple 4: fonction prolongeable en un point intérieur de l’intervalle
int
e La fonction f:t— % est une fonction deéfinie et continue sur R*
int
e On sait }in% % = 1 (limite finie)
_>
On peut donc affirmer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0
e La fonction|f: R — R . est maintenant une fonction continue sur R.
sin
— sit#0
N
1 sit=0
. J
e ) - N
,Oexemple 5: fonction prolongeable en une borne de l’intervalle
e La fonction f:]0,1] — R est une fonction definie et continue sur ]0,1]
t +— t.Int
e On sait que lim ¢.Int = 0 (limite finie)
t—0+
On peut donc affirmer que f est prolongeable par continuité en 0
e La fonction | f: [0,1]] — R est maintenant une fonction continue sur [0,1]
; t.Int sit#0
0 si=0
. J
~

-
W définition 4: intégrale faussement généralisée en sa borne supérieure

Soit [a,b[ un intervalle semi-ouvert de R avec a et b bornes finies.
Soit f une fonction continue sur [a,b] & valeurs dans K)

On dit que l’intégrale ff f(t)dt est faussement généralisée en b lorsque f est prolongeable par
continuité en b, c’est a dire lirl]]n f(t) existe et est finie
Pyt

. - J
~
,Oexemple 6:
1
Nature de 'intégrale I = / Vit.Int.dt
0
J

e La fonction f :t+ \/t.Int est continue sur 0,1].
L’intégrale I est donc généralisée en sa borne inférieure uniquement.

e On a lim f(t) =0 d’apres le théoréme des croissances comparées.
t—0+

Ainsi la fonction [ est prolongeable par continuité en 0

e On a prouwvé que l'intégrale I était une intégralement faussement généralisée.



/Oexemple 7:

12t _ 2
Nature de 'intégrale I = / —dt
o t—1
2 _ 2

et —e
e La fonction f :t+— -1 est continue sur [0,1].

(quotient de fonction continue, le dénominateur ne s’annulant pas)
Lintégrale I est donc généralisée en sa borne supérieure uniquement.

e On remarque que l’on peut facilement trouver lim f(t).
t—1—

En effet, la fonction g : t +— €' est dérivable sur R, et l'on a ¢'(t) = 2.e*
Ainsi,
2 2
— t)—g(1
lim & = lim 9) = 9(1) =g'(1) = 2.2
t—1- t—1 t—1- t—1

e On vient de prouver que la fonction f est prolongeable par continuité en 1,
et ainsi que l'intégrale I est faussement généralisée en 1

W définition 5: intégrale faussement généralisée en sa borne inférieure

Soit |a,b] un intervalle semi-ouvert de R avec a et b bornes finies.
Soit f une fonction continue sur |a,b] a valeurs dans K)

On dit que [’intégrale f; f(t)dt est faussement généralisée en a lorsque f est prolongeable par
continuité en a, c’est a dire lim f(t) existe et est finie

_ t—at )
3 Des remarques bien utiles (V074)
" . N
,Oexemple 8: retour sur le premier exemple
oo
Nous avons vu que l’intégrale / CERETY) était convergente.
0
Q dire de Vintégral /OO b.dt
ue pouvez-vous dire de l'intégrale —
P SIC 213
A P . . . o7
Gréace au théoréme ci-dessous, on peut dire que cette intégrale est convergente et que sa valeur est 7
N 2v0)
PN . . e . 1s s . A
théoréme 2: produit d’une intégrale généralisée par un scalaire non nul
Soit [a,b[ un intervalle semi-ouvert avec a € R et b € RU {+00}.
Soient f une fonction définie et continue de [a,b] a valeurs dans K).
Soit A un scalaire non nul fixé .
1. Si ff f(t)dt converge alors ff Af(t)dt converge, et 1'on a
[PAf(6)dt = A [P f(t)dt
a a
b b
2. Si / f(t)dt diverge alors [’ \f(t)dt diverge
a
9 "multiplier l"intégrande par un scalaire non nul ne change pas la nature de lintégrale” )




démonstration
e Notons h = A.f
e Comme les fonctions f et h sont continues sur [a,b[, elles admettent des primitives sur cet intervalle.

Pour tout x € [a,b] on note F(z / f(t) et H(z) = / h(t)dt

e On a par linéarité de 'intégrale (de sup!) pour tout = € [a,b[
H(m)://\h() ://\f t)dt = /f t)dt = \F(z)
e Supposons que f; f(t)dt converge

Par définition, ceci signifie que la fonction F' posséde une limite finie [ lorsque x — b~.

On a donc lim H(x)= lim A.F(z)=A.l (limite finie)

r—b— z—b—

Ceci prouve que f; Af(t)dt est une intégrale CV, et que l'on a

/ab)\f(t)dt:xlgil_H Al_)\/f

e Supposons que ff f(t)dt diverge
Ceci signifie que la fonction F' ne possséde pas de limite finie en ™.

Comme H = A\.F avec A # 0, les théorémes généraux sur les limites indiquent que H ne peut posséder
de limite finie en b.

Ce qui signifie que / Af(t)dt est une intégrale DV.
a

&

théoréme 3: conséquence directe des théorémes généraux sur les limites

Soit [a,b[ un intervalle semi-ouvert avec a € R et b € RU {+00}.
Soient f et g deux fonctions définies et continues sur [a,b[ & valeurs dans K

b b b
Si / f(t)dt converge et si / g(t)dt diverge alors / f(t) + g(t)dt diverge

b
/ f(t)dt converge et si / g(t)dt converge alors / f(t) + g(t)dt converge,

et on a
/f + g(t)dt = /f dt+/ o(t)dt

b

b
Si / f(t)dt diverge et si / g(t)dt diverge alors on ne peut conclure quant & la nature de /
a a a
J

démonstration

e Notons h=f+g

e Comme les fonctions f, g et h sont continues sur [a,b],
elles admettent des primitives sur cet intervalle.

f(t) +9(t)



Pour tout x € [a,b] on note

F@ﬂ—:/foMt G@ﬂ—x/xmﬂdt H@ﬂ—:/xhaﬂt

e On a par linéarité de 'intégrale (de sup!) pour tout = € [a,b[
H@:/ mHﬁ@a:/f@ﬁ+/g@a:ﬂm+m@

e Les théorémes généraux sur les limites donnent alors directement les résultats du théoréme.

Plus précisément dans le cas ott F' et G possédent des limites finies en b~
On a alors H qui admet une limite finie en b~

(et ceci prouve déja que l'intégrale f; h(t)dt est convergente)

et I'on a

b b b
/ h(t)dt = lim H(z)= lim F(z)+ G(z) = lim F(z)+ lim G(z) :/ f(t)dt—i—/ g(t)dt

r—b— r—b— r—b— r—b—

,Oexemple 9: deuxiéme retour sur le premier exemple

o0
Nous avons vu que lintégrale ———— était convergente.
1 g /0 2+ 3¢2 J

. v < dt o dt
Que pouvez-vous dire de l'intégrale 7 Et de —7
5 2+ 3t? 3 2+ 3t?

théoréme 4: évident mais pratique!
Soit [a,b] un intervalle semi-ouvert avec a € R et b € R U {400}.
Soit f une fonction continue de [a,b] & valeurs dans K et ¢ € [a,b]

b
Alors: / f(t)dt et fcb f(t)dt sont de méme nature.

le probléme de la convergence d’une intégrale est une propriété locale: c’est le comportement
de la fonction au voisinage de b, et uniquement au voisinage de b, qui va déterminer la nature
de l’'intégrale généralisée.

Cette remarque est a rapprocher de celle vue sur les séries numériques:

la nature d’un série n’est pas changée si on en modifie un nombre fini de termes



4 Intégrales de référence (V075)

{;} théoréme 5: une intégrale de référence

1
| L’intégrale / In(t)dt est une intégrale convergente.
0

démonstration

e La fonction In est continue sur ]0,1], 'intégrale est généralisée en 0.

e Soit x > 0.
On a

1 1

D’aprés le théoréme des croissances comparées, on sait que lim z.lnx =0
x—07t

On a ainsi lim F(z) = —1 (limite finie).
z—0+

1
On a prouvé que l'intégrale / In(t)dt converge (et vaut —1)
0

e remarque: en prouvant ceci, on a aussi prouvé que la convergence des intégrales suivantes:

+o00
fol 31n(t)dt, f02 In(t)dt et fololo 31In(t)dt mais évidemment pas celle-ci / In(t)dt
0

théoréme 6: une intégrale de référence (identique a celle-ci-dessus)
Soit b > 0et k#0

b
L’intégrale / k. In(t)dt est une intégrale convergente.
0

théoréme 7: intégrale de Riemann en 0
Soit « € R.

. bt .
L’intégrale ey est convergente ssi o < 1
0




théoréme 8: intégrale de Riemann en +oo
Soit a € R.
oo dt

L’intégrale / wo est convergente ssi o > 1
1

théoréme 9: une quatriéme intégrale de référence
Soit « € R.

+00
L’intégrale / e~ “'dt converge ssi a > 0
0

10



5 Des théorémes que ’on semble déja connaitre (V076)

~
théoréme 10: théoréme de comparaison des fonctions positives
Soit [a,b[ un intervalle semi-ouvert avec a € R et b € RU {+00}.
Soient f et g deux fonctions continues de [a,b] & valeurs dans K telles que
au voisinage de b=, on ait 0 < f < g
Alors:
i) Si fab g converge alors f; f converge.
ii) Si fab f diverge alors f;g diverge.
| rem: dire qu’au voisinage de b=, on a 0 < f < g signifie 3¢ € [a,b],Vt € [¢,b[,0 < f(t) < g(t) )
/Oexemple 10:
) : < dt
Déterminer la nature de I = —_—
1 t3+cost
e Soit f:t+— st = exp(—(3 + cost).Int).
La fonction f est continue sur [1, 4+ oo comme composée de fonctions continues.
Soit g : !
e Soit g:t+— 3
La fonction g est continue sur [1, 4+ ool.
e OnaVvte[l,+oo[,0< f(t) <g(t)
En effet:
oo
e Comme g(t)dt est une intégrale de référence convergente, on peut affirmer par théoréme que

Iintégrale I est convergente

11



Oexem le 11:
p p

Déterminer la nature de I = /
1

o dt
tcost

e Soit f:t+—

tcost

La fonction f est continue sur [1, 4+ co[ comme composée de fonctions continues.

1
. Soitg:t»—>?

= exp(—(cost).Int).

La fonction g est continue sur [1, 4+ ool.

e OnaVte[l,+ 00,0 < g(t) < f(t)

En effet:

oo
e Comme / g(t)dt est une intégrale de référence divergente,
1

on peut affirmer par théoréme que 'intégrale I est divergente

tivement le cas!)

&

théoréme 11: régle des équivalents

les intégrales f; f et f; g sont de méme nature.

Soit [a,b] un intervalle semi-ouvert avec a € R et b € R U {400}.
Soient f et g deux fonctions continues de [a,b] & valeurs dans K.

Sif > g et sig est de signe stable au voisinage de b~ alors:

rem: comme pour les séries numériques on précisera bien que le signe est stable (quand c ’est effec-

J

COexemple 12:

Nature de l'intégrale I =
-

5t +4
ot
/1 B+ +1

~N

e La fonction f: ¢+

)
e On af(t) -‘,—f\oJo ﬁ

) "
e La fonction g : ¢t — 2 est continue et positive sur [1, + o]

o
e Comme / g(t)dt est une intégrale de référence convergente,
1

la régle des équivalents permet d’affirmer que I est une intégrale convergente.

3 +124+1
(car quotient de fxs le dénominateur ne s’annulant pas)

ot +4

est continue sur [1, + oo

12



Oexem le 13:
p p
3 dt

Nature de 'intégrale I = -
o Sint

1
e La fonction f:t— i est continue sur ]0,3]
sin

o Ona f(t)

o+ t
1
e La fonction g : t — n est continue et positive sur ]0,3]

3
e Comme / g(t)dt est une intégrale de référence divergente,

0
la régle des équivalents permet d’affirmer que I est une intégrale divergente.

,Oexemple 14: subtilité

*  bt+4
Nature de 'intégrale I = / #dt
o B2+l
ot + 4
e La fonction f :t+— —————— est continue sur [0, + oo
f B3 +t2 41 0, + oof
(car quotient de fxs le dénominateur ne s’annulant pas)
)
e On a f(t) fodir)
)
e La fonction g : t — 2 est continue et positive sur [0, +oco[ [1, + oo

o
e Comme / g(t)dt est une intégrale de référence convergente,
1

la régle des équivalents permet d’affirmer que I est une intégrale convergente.

(v . . .
{;} théoréme 12: théoréme de comparaison des fonctions positives

Soit ]a,b] un intervalle semi-ouvert avec b € R et a € RU {—00}.
Soient f et g deux fonctions continues de |a,b] & valeurs dans K telles que

au voisinage de a*, on ait 0 < f < g
Alors:
i) Si fab g converge alors f; f converge.

i) Si f; f diverge alors ffg diverge.

rem dire qu’au voisinage de a™, on a 0 < f < g signifie 3¢ €]a,b],Vt €]a,c],0 < f(t)

théoréme 13: régle des équivalents

Soit ]a,b] un intervalle semi-ouvert avec b € R et a € RU {—o0}.
Soient f et g deux fonctions continues de ]a,b] a valeurs dans K.

Sif ~g et si g est de signe stable au voisinage de a™ alors:
a

f; fet f;g sont de méme nature.

13




théoréme 14: théoréme de la limite monotone (rappel)

Soit ]a,b[ un intervalle inclus dans R (éventuellement ]a,b[= R tout entier)
Soit F' une fonction croissante sur ]a,b[ a valeurs dans R.

Alors:

i) F posséde une limite finie en b~ ssi ' est majorée sur |a,b|.
Plus précisément:

e si F' est majorée sur |a,b[ alors lli)mF =sup(F)eR
- la,b[

e si F' n’est pas majorée sur |a,b[ alors lim F' = +oc0

ii) F posséde une limite finie en a™ ssi F' est minorée sur ]a,b|.
Plus précisément:

e si F' est minorée sur ]a,b[ alors lim F" = ]inf[(F )ER
a a,b
e si F' n’est pas minorée sur |a,b| alors liI+nF = —00
a
J

N
théoréme 15: la primitive d’une fonction positive est une fonction croissante!
Soit [a,b] un intervalle semi-ouvert avec a € R et b € RU {+o00}
Soit f une fonction continue et positive sur [a,b].
xX
On note pour tout z € [a,b[, F(x) = / f(t)dt.
a
Alors:
i) La fonction F est croissante sur [a,b]
b
ii) / f(t)dt converge ssi la fonction F' est majorée sur [a,b]
a
b
et dans ce cas on a: / f(t)dt = sup F(x)
a z€[a,b|
J

14



6 Et I’absolue convergence?

définition 6: une définition bien générale
Soit I un intervalle de R.
On note a = inf(I) et b = sup(I).

Soit f une fonction continue sur I & valeurs dans K.

b
On dit que la fonction f est intégrable sur l'intervalle I lorsque l'intégrale / | f| est convergente.
a

b
on dit encore que l'intégrale / f(t)dt est absolument convergente.
a

-
< R )
g théoréme 16:

Soit I un intervalle de R.

Soit f une fonction continue sur I & valeurs dans K.

Si f est intégrable sur I alors /f = /f(t)dt est convergente, et ‘/f‘ < /\f\
I I I I

S autrement dit: "l’absolue convergence entraine la convergence. .. " )

remarque 1

i) le théoréme ci-dessus est une implication:

b b
si/ |f] C’Va]ors/ fCv

b b
ii) Il existe des fonctions telles que / f CV mais / |f| DV

a

sint sint
On montrera que floo let CV mais que 100 IT dt DV

Autrement dit, avec le vocabulaire de la définition précédente,

sint sint
Pintégrale floo Tdt converge mais la fonction t — — n’est pas intégrable sur [1,4o0[!

. . . )
théoréme 17: exemples de référence énoncés en terme d’intégrabilité de fonctions

Comme les intégrandes sont de signes stables sur lintervalle considéré, il résulte des paragraphes
précédents que:

i) la fonction In est intégrable sur ]0,1]

1
ii) la fonction ¢ — o est intégrable sur l'intervalle [1, + oo ssi @ > 1

1
iii) la fonction t — e est intégrable sur l'intervalle ]0,1] ssi o < 1

L iv) la fonction ¢ — exp(—at) est intégrable sur 'intervalle [0, 4+ oo ssi a > 0

A retenir: si f est intégrable sur I alors f est intégrable sur tout intervalle inclus dans [

15




/Oexemple 15: des vérifications immeédiates
1. Vérifier que la fonction In est intégrable sur ]0,1]

1
2. Vérifier que la fonction fq : t — o est intégrable ssi a > 1

1. 1l s’agit de montrer que fol |Int|dt CV

Pour tout ¢ €]0,1], on a |Int| = —Int
On sait que fol Intdt est une intégrale de référence CV, donc fol —Intdt est aussi CV

2. Il s’agit de montrer que [ |fa| CV ssia > 1 ( Ce qui est trivial ici!)
La fonction f, est positive, donc |fo| = fa
On sait que [ fo CV ssia > 1
Ainsi [ |fa] CVssia > 1

remarque 2 ("une fonction continue sur un segment est intégrable sur ce segment”)

Soit f une fonction continue sur le segment [a,b]
Comme la fonction valeurs absolue est une fonction continues,
on a |f| qui est une fonction continue sur le segment [a,b]
On sait alors par théoréme que f; |f| existe.
On a montré, avec le vocabulaire de la définition précédente, que

"une fonction continue sur un segment est intégrable sur ce segment !"

Soit [a,b] un intervalle semi-ouvert avec a € R et b € RU {400}
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b].

Si f=p- O(g) ou f =p- 0(g) et si g est intégrable sur [a,b[ (cad ff |g| converge)

alors f est intégrable sur [a,b]

Rappel:
_ !
On a f =,- o(g) lorsque llljm— =0
- 9g
cad lorsqu’il existe une fonction h telle que f = h.g avec llif}lh =0

On a f = Oy-(g) lorsque la fonction f est bornée au voisinage de b~
g

cad lorsqu’il existe une fonction h telle que f = h.g avec h bornée au voisinage de b~
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théoréme 18:
Soit [ un intervalle de R.
Soit f une fonction continue sur I & valeurs dans K.
Si f est intégrable sur I alors [, f = [; f(t)dt est convergente, et |fI fl < [;1f]
9 on a envie de dire "l’absolue convergence entraine la convergence. .. " )

N
théoréme 19: théoréme de comparaison pour les fonctions C° et intégrables sur [a,




,Oexemple 16: trés classique

°° sin(t)

Montrer que / 2 est une intégrale convergente.

1

sint
e la fonction f : ¢+ —— est continue sur [1, + ool.

L’intégrale est généralisée en sa borne supérieure uniquement

1
e Pour tout t > 1, onang(t)ét—2

[e.e]
e Comme l'intégrale / ) est une intégrale de référence convergente,
1

on peut affirmer par théoréme de comparaison que floo | f(t)|dt converge.

sin(t)

t2

[e.e]
e On a montré que f est intégrable sur |1, + oo[, donc / dt est une intégrale convergente.
1

sint
e la fonction f :t — TR est le quotient de fonctions continues sur [1, + oo[ le dénominateur ne
s’annulant pas, donc la fonction f est continue sur [1, + oo.
sint 1

e on a T =0 (t—Q) car la fonction sin est bornée.

1
e comme la fonction g : t — 2 est continue et intégrable sur [1, + oof,
on peut affirmer que f est intégrable sur [1, + ool.
e on a montré que floo | f| converge et donc floo f converge

e on a montré que f[ [\ f| converge et donc f[l toof / converge également

1,400

,Oexemple 17: un exemple d’intégrale de Bertrand

o
n
Montrer que / t—gdt est une intégrale convergente.
1

Int
la fonction f : ¢+ — est continue sur [1, 4 o]

I'intégrale est généralisée en sa borne supérieure uniquement

Int B

on a - —o(t%) en effet

1
comme la fonction ¢ : t — o) est continue et intégrable sur [1, + oof,
on peut affirmer que f est intégrable sur [1, + ool.
on a montré que [, |f| converge et donc [ f converge

on a montré que f[ [ | f| converge et donc f[l oo f converge également

1,400

oo n . .
donc t—gdt est une intégrale convergente
1
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/Oexemple 18: trés classique aussi

Montrer que l'intégrale fooo et dt est convergente

. 2 .
e la fonction f: ¢+ e™" est continue sur [0, + oo|
Iintégrale est généralisée en sa borne supérieure uniquement

eonact =o (%) en effet
. 1 . s
e comme la fonction g : ¢t — 2 est continue et intégrable sur [1, + oof,

on peut affirmer que f est intégrable sur [1, + ool.
f est donc intégrable sur [0, + oo[ (car sur le segment [0,1], f est C?)
On a montré que [;° e~ dt converge

.

~
théoréme 20: théoréme de comparaison pour les fonctions C° et intégrables sur ]a,p

Soit ]a,b] un intervalle semi-ouvert avec b € R et a € RU{—o00}
Soit f et g deux fonctions continues sur ]a,b].

Si f =4+ O(g) ou f =4+ o(g) et si g est intégrable sur |a,b]

alors f est intégrable sur |a,b]

- J
( )
/Oexemple 19:

Montrer que l'intégrale est convergente.
S 0 \/i nt )

e la fonction f:t+— est continue sur |0,1/2]

1
V. Int

Pintégrale est généralisée en sa borne inférieure uniquement

® On a

\/Z.llnt =o0 (%) en effet

1
e comme la fonction g : t = —= est continue et intégrable sur |0,1/2],

Vit

on peut affirmer que f est intégrable sur ]0,1/2].

0 ﬁ Int

On a montré que est convergente

,Oexemple 20: surprising, isn’t it?

Montrons que l'intégrale fol cos(%)dt est convergente.

e la fonction f : ¢+ cos(7) est continue sur ]0,1].
L’intégrale est généralisée en sa borne inférieure uniquement.

e on a cos() = O(1). En effet, la fonction f est bornée!
e comme la fonction constante g : ¢ — 1 est intégrable sur ]0,1],

on peut affirmer que f est intégrable sur ]0,1]
e on a prouvé que fol f= fol cos(1)dt converge
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7 Grossiére divergence

-
/Oexemple 21:
On pose f : t + sin(t?).
[e.e]
On s’intéresse a l'intégrale généralisée I = / f(t)dt
1
1. Dessiner 'allure du graphe de f
2. A premiére vue, U'intégrale I est-elle convergente?

L 3. Déterminer la nature de I. )

X
e Pour z > 1, on pose F(x) = / sin(t%)dt
1

e Soit x > 1 fixé.
On effectue le changement de variable ¢ = /0
(ce changement de variable est bien C! sur [1,22] car application 6 — v/@ est C! sur cet intervalle)

cela donne )
" sinf
F(x) = do
(@) /1 2.V0

e Nous allons maintenant réaliser un ipp

1 1
O 0) = —cosf et v(f) = —= = =.671/2
n pose u(0) cos @ et v(0) 0 2
-1 —1
’ o / —_ _3/2 =
On a alors u/(#) = sinf et v'(0) 4 0 4.03/2

ce qui donne

Flz) = [—COS@]IZ 1/:’32 C089d9_ cos 1 _cosm2 _1/“2 cosﬂde
1 1

0E |, 4 g3/2 2 202 4 93/2
cos 2
o Il est clair que lim ——— =0 (produit d’une fr bornée par une fr qui tend vers 0)
z—+o00 2%
7 cos @

do

e S’intéresser a lim —_—
z—+oo J; 93/2
cosf

700!

+oo
c’est s’intéresser a la convergence de l’intégrale généralisée /
1

1 " / © do
< ——= et comme —-> converge,
93/2 1 93/2

cosf

OnaV921,0< W

cosf

+o0
On peut affirmer par théoréme de comparaison que / de converge.
1

1‘2

: . cos . .

Ce qui nous assure que lim ——df existe et est finie!
r—+4o0 Jy 63/2

e On a justifie que lim F(z) existe et est finie.
T—>+00

o0
c’est a dire, on a montré que 'intégrale / sin(¢?)dt converge.
1

cosl 1 [°° cosf

2 4/, gz Y

o
rem: au passage, on a aussi prouvé l’égalité / sin(t2)dt =
1
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définition 7: intégrale grossiérement divergente

e Soit f une fonction continue sur [a, + ool.
(o)
On dit que l'intégrale f(t)dt est grossiérement divergente lorsque

a
f posséde une limite en +00 et que cette limite est non nulle.

e Soit f une fonction continue sur | — co,al.
a
On dit que 'intégrale / f(t)dt est grossiérement divergente lorsque

— 00
f posséde une limite en —oo et que cette limite est non nulle.
rem: la notion de GDV pour une intégrale n’existe que pour une borne +oco ou —oo.

rem: on notera bien que si f ne posséde pas de limite en +00 alors on ne dit pas que l’intégrale
est gdv! et I’on comprend pourquoi, on a vu en exemple que la fonction t — sin(t?) ne posséde pas de
(0. 0)

limite en +00 mais on a vu / sin(t?)dt converge !
\ ! J

définition 8: série grossiérement divergente (rappel)

La série numérique Y u,, est dite grossiérement divergente lorsque u,, ne tend pas vers 0, c¢’est a dire:

i) ou u, posséde une limite et cette limite est non nulle

ii) ou wu, ne posséde pas de limite

o
Ainsi on peut dire que ) sin(n) est GDV mais pas que / sin(t)dt est GDV
0

8 Intégrale généralisée en ses deux bornes

définition 9:
Soit ]a,b[ un intervalle ouvert avec a € RU {—o0} et b € RU {+00}.
Soit f une fonction continue de ]a,b| & valeurs dans K

1. On dit que l'intégrale / f(t)dt est convergente

s’il existe ¢ €]a,b[ tel que chacune des deux intégrales

impropres / f(t)dt et / f(t)dt convergent.

Onposealors/f t)dt = /f dt—l—/f t)dt

2. Dans le cas contraire, on dit que 'intégrale / f(t)dt diverge.
J

a
grace a cette définition, on pourra utiliser la relation de Chasles
et la linéarité pour les intégrales impropres convergentes. )
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proposition 1

Soit ]a,b[ un intervalle ouvert avec a € RU {—o0} et b € RU {+00}.
Soit f une fonction continue de ]a,b] & valeurs dans K

Il y a équivalence entre les propriétés suivantes:

i) il existe ¢ €]a,b[ tel que les intégrales [T f et fcb f convergent.

ii) pour tout d €]a,b[, les intégrales fadf et f;f convergent.

idée de la démonstration:

o ii) = 1) trivial
il suffit de dire que la fonction f est continue sur ]a,b[ donc intégrable sur tout segment inclus dans
la,b], en particulier [c,d] ou [d,c].

on retiendra de cette proposition que peu importe oti on "coupe" l’intégrale

,Oexemple 22:

) . > dt
Déterminer la nature de )
0

,Oexemple 23:
> dt
Nature de I, = % avec o € R
0

1
dt
° poura}l,ona/ t—aDVdoncIaDV
0
dt

d
° poura<1,ona/ t—aDVdoncIaDV
1

Conclusion: I, DV pour tout a € R

,Oexemple 24:

Nature de I :/ Int

—=dt
o 1+

e La fonction f : ¢t — est continue sur |0, + oo[, donc l'intégrale I est généralisée en ses deux

nt
1+¢t3
bornes.

Int

1+ﬁﬁ

1
e Etude de /
0
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e Ftude de/ Int dt

1 1+

remarque 3 (cas ou I = R)
(o]
Pour étudier la convergence d’une intégrale généralisée du type f(t)dt, il faut et il suffit donc

—0o0
d’étudier séparément la convergence en +o0o et en oo. Si I'une des deux diverge, on peut directement

o
affirmer que / f(t)dt est divergente.
—0o0

T

Attention! Il ne faut surtout pas s’intéresser a lim ft)dt!
T—00
—x

y
En revanche, on peut s’intéresser a la limite de / f(t)dt lorsque x — —o0 et y — 400
T

(I'idée est de "séparer" les 2 problémes de convergence)

,Oexemple 25:

oo
Nature de / t.dt

—0o0

+00 +o0
e Il est clair que / t.dt est une intégrale GDV, donc / t.dt DV
0 —o0

e ]Il n’en est pas moins clair que lim ffz t.dt = lim [1&2/2}3C = 1lim 0=0
T—00 T—00 -z T—00

9 Des théorémes pas vraiment indispensables

%} théoréme 21: changement de variable strictement croissant

Soit |a,b] et |o, 5[ deux intervalles de R

Soit f une fonction continue de ]a,b] & valeurs dans K.

Soit ¢ une fonction de classe C, strictement croissante et bijective de |a,3[ sur ]a,b|.

Alors:

les intégrales fab f(t)dt et [ f f(p(u)).¢' (u)du sont de méme nature et égales en cas de convergence.

dans la pratique, cela revient
e a posert = p(u) et ainsi a remplacer dt par ¢'(u)du
e a préciser que @ est C et bijective de ]o, B[ sur ]a,b|

e puis a dire que t — a [resp. t — b] équivaut ¢ u — « [resp. u — B[ par croissance de
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{g théoréme 22: changement de variable strictement décroissant

Soit ]a,b[ et Ja, 8] deux intervalles de R
Soit f une fonction continue de ]a,b| & valeurs dans K.
Soit ¢ une fonction de classe C!, strictement décroissante et bijective de ]a,3[ sur a,b|.

Alors:
les intégrales fab f(t)dt et [ Ba f(e(u)).¢' (u)du sont de méme nature et égales en cas de convergence.

dans la pratique, cela revient

e a posert = p(u) et ainsi a remplacer dt par ¢'(u)du

e a préciser que @ est C1 et bijective de ]o, B[ sur ]a,b|

e puis a dire que t — a [resp. t — b] équivaut ¢ uw — B [resp. u — «f par décroissance de ¢

- J

Dans la pratique, on utilisera ces théorémes uniquement avec des changements de variables affines
en précisant bien a chaque fois qu’ils sont C!, strictement monotones et bijectifs.

,Oexemple 26: intégrale généralisée en —oo
-1
dt

Nature de I = / —
t3
o0

e L’intégrale est généralisée en sa borne inférieure uniquement.

o On effectue le changement de variable affine t = —u.
Ce changement de variable est Ct, strictement monotone et bijectif.

, L du * du
On peut donc affirmer que les intégrales I et ik —3 sont de méme nature,
+oo (_u) 1 U
et égales en cas de convergence.

> du oy sy
e Comme — est une intégrale de référence convergente,
1 u

* du
on peut en déduire que I converge, et 'on a [ = — / —
1 Uu

,Oexemple 27: intégrale généralisée en une borne finie autre que zéro

4 dt
Nature de I = / ———dt avec € R
o (4—1t)

e [’intégrale est généralisée en sa borne supérieure

e On effectue le changement de variable affine u =4 —t.
Ce changement de variable est Ct, strictement monotone et bijectif.

_y O —du 2 du )
On peut donc affirmer que les intégrales I et — sont de méme nature,
o Uu

) ue
et égales en cas de convergence.

. % du .
e Or on sait que/ — CVssia <1
o Uu

e Conclusion: ’I converge ssi a < 1
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,Oexemple 28: intégrale généralisée en une borne finie autre que zéro
Soit a < b deux réels.

boodt
Déterminer la nature de I = / ——— avec a € R
a (t - a)a
e La fonction f : ¢ — W est continue sur Ja,b], donc I est généralisée en sa borne inférieure
—a

uniquement.

e On effectue le changement de variable affine u =t — a.
Ce changement de variable est C1, strictement monotone et bijectif.

b—a
On peut donc affirmer que les intégrales I et / — sont de méme nature,
0 u

et égales en cas de convergence.

b—a du
e Or on sait que/ — CVssia<1
0 u

e Conclusion: ’I converge ssi a < 1‘

/Oexemple 29:

cost sint
Montrer que les intégrales I = / Tdt et J = / Tdt sont de méme nature
1

1

On pourrait utiliser le théorA"me .. mais je préfA re faire sans comme ci-dessous
e L’intégrale I est généralisée en sa borne supérieure uniquement.

e Soit x > 1.

cost

On note F(z) = / Tdt
1

On effectue une intégration par parties en posant
) 1
u(t) =sint et v(t) = T

On a donc

o= [ [ty

) sint]® )
lim |—| =-sinleR
t o1y

On remarque que

On en déduit I’équivalence

Y sint
lim F(x) existe et est finie <= lim —5dt existe et est finie
T—00 r—o0 Jq t

Ce qui signifie exactement

cost
/ ——dt converge <— / —dt converge
1
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-
{g théoréme 23: intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C! de ]a,b[ & valeurs dans K.
telles que le produit u.v posséde une limite finie en a™ et en b™.
Alors:

i) Les intégrales f; u.v' et fab u'.v sont de méme nature.

ii) En cas de convergence, on a de plus

ffu.v’ = tlirl?_ u(t)v(t) — t£m+ u(t)v(t) — fab R [uv]Zi - f; u'v

rem: il est toujours possible de se passer de ce théoréme en effectuant une ipp sur un segment (cours

de sup) puis un passage a la limite

J

remarque 4

Dans Ie cas oti ’hypothése "le produit fg posséde une limite finie en a™ et en b~ " n’est pas vérifiée, on ne

comme dans I'exemple précédent.

peut bien siir pas utiliser le théoréme précédent. Cependant on peut toujours effectuer une intégration
par parties classique sur un segment inclus dans |a,b[ ([a,b] ou ]a,b]) puis faire un passage a la limite

théoréme 24: fonctions a valeurs complexes

Soit f une fonction a valeurs complexes définie sur un intervalle I.
On note f1 et fo sa partie réelle et sa partie imaginaire. (On a donc f = fi + ifa).

Alors

i) f est dérivable sur [ ssi f et fy sont dérivables sur I.
ii) f est intégrable sur I ssi fi et fy sont intégrables sur I.
iii)

/ f1 +ifa converge <— / f1 et / f2 convergent
I I I

et danscecasona | [; fi+ifo= [ fi+if; fo

1l est a bien noter que si f[ fi1 et f[ fo divergent, on peut affirmer que fI f1+ifa diverge aussi. ..

Les résultats résultent directement de la propriété suivante sur les fonctions complexes.

proposition 2 (limite d’une fonction a valeurs complexes)

pour la démonstration de ce résultat, on utilise I'égalité |f(t) — (a + ib)| = \/(f1(t) — a)? + (f2(t) — b)?

Soit | f:ICR — C et to el
t o f(t)=filt) +if2(2)

On a I’équivalence:

lim f(t) =a+ib e C <<= tliglo fit) =aet tlg?o fa(t) =0

t—to

tout se passe comme si C était identifié a R?, on sait alors que la limite de la fonction vectorielle est

a considérer composante par composante
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10 Des propriétés des intégrales. .. généralisées. .. aux intégrales généralisées!

. . )
théoréme 25:

Soit I un intervalle de R.
Notons Z(I,K) I’ensemble des fonctions continues et intégrables sur I a valeurs dans K.

Alors:
i) Z(I,K) est un sev de CY(I,K)
ii) l'application |Z(Z,

IK) — K
Fo— [r=[ s

On retiendra notamment que la somme de deux fonctions intégrables sur I est encore une fonction
wntégrable sur I, et que mutliplier une fonction intégrable sur I par un scalaire donne encore une
fonction intégrable sur I

est une application linéaire

J

démonstration:

e par définition on a Z(I,K) C C°(I,K)

e la fonction constante nulle appartient a Z(1,K) car / |0] converge (et vaut 0)
I

e Soient fi et fo dans Z(1,K), ainsi que A € R.

Notons f3 = \.f1 + fo
D’aprés l'inégalité triangulaire, on sait que On a
0 < [fs] = [ASf1+ fol < [ALLAL+[f2 (*)
Comme f; et fy sont dans Z(1,K), on sait que /I |f1] et /1 | f2| sont deux intégrales convergentes.
On sait alors par théoréme que /I IAl.|f1| 4 | f2| sera une intégrale convergente.
(comme somme d’intégrales convergentes).

puis, d’aprA s (x), par application du théoréme de comparaison des fonctions positives,

on peut affirmer que I | f3| converge.

Ce qui prouve que A.f1 + f2 € Z(1,K)

et 'on vient ainsi de prouver la stabilité par combinaison linéaire
e On a déja prouvé que pour des intégrales convergentes on a

ﬂkﬁ+ﬁzkxﬁ+ﬂh

ce qui prouve le point ii)
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théoréme 26: positivité et croissance de ’intégrale

Soit I un intervalle de R.
Soient f et g deux fonctions continues et intégrables sur I .

Alors:
i) Si f est positive sur I alors /f >0
I

ii) Sifggsurlalors/fg/g
I I

rappel: dire que f est positive sur I signifie que V't € I, f(t) >0
rappel: dire que f < g sur I signifie que Yt € I, f(t) < g(t)

théoréme 27:

Soit I un intervalle de R non réduit & un point.

Soit f une fonction continue sur I & valeurs dans K.
Alors, on a les équivalences:

/]f(t)|dt:0<:> festnullesur I <=Vt eI, f(t)=0
I

rem: on adoptera pour les intégrales généralisées la méme rédaction que pour les autres intégrales.

e Si f est continue, positive telle que / f =0 alors f est nulle sur [
I

e Si f est continue, positive et non identiquement nulle sur I alors / f>0
T

,Oexemple 30:
Soit P € R[X] tel que / |P(t)].e”tdt = / |P(t)].e™" = 0.
0 [0,4-00]

Montrer que P est le polynéme constant nul.
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11 Comparaison série-intégrale

q . )
Q théoréme 28:
Soit ng un entier positif.
Soit f une fonction définie, continue et décroissante sur [ng, + oof .
Alors:
+oo
i) la série de terme général u,, = f(n) et l'intégrale généralisée / f(t)dt sont de méme nature.
no
ii) dans le cas de convergence:
400 0 400
vz, [ fOd<R= Y S0 < [ s
ntl k=n+1 w
dans la démonstration on utilise linégalité vue dans le chapitre sur les séries numériques:
n+1 n n
VY > no, / F®)dt < Sp =Y f(k) < f(no)+ [ f(t)dt
nQ j— no
- J

,Oexemple 31: La preuve des séries de Riemann: enfin!
Soit a € R.

Montrer que la série de terme général u, = — converge ssi a > 1
n

e sia=0onaVn>0,u, =1 et donc la série > u, est GDV

e si o <0onalimu, =+oo et donc la série > u, est GDV

e soit a > 0.
1
Notons f :t+— —
tOl
. - , —«
. la fonction f est dérivable sur [1,+ oo[ et Pon a f/(t) = presy <0

. la fonction f est ainsi continue et décroissante sur [1, 4+ o]
. d’aprés le théoréme de comparaison série-intégrale, on peut affirmer que
1 o0
la série de terme général f(n) = — et I'intégrale généralisée / f(t)dt sont de méme nature
n 1
o0
. or on a montré que: / f(t)dt converge ssi a > 1
1

. : .
on a donc bien: la série de terme général f(n) = — ssia > 1
n
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Oexem le 32:
/ p

Déterminer la nature de la série > — dans le cas @ = 1 puis dans le cas a = =50

1
n.(Inn)

4 . . sy

/Oexemple 33: il est important de comprendre la différence entre f(x) et f(n)!
Soit f une fonction continue sur [0, 4+ oo[ & valeurs dans R.

On pose pour tout n € N,u,, = f(n)

1. Prouver que les implications suivantes sont vraies
i) si la fonction f est bornée alors la suite (u,) est bornée
ii) si la fonction f est croissante alors la suite (uy,) est croissante

iii) si Em f existe et est finie alors la suite (uy,) converge
oo

2. Justifier que les implications réciproques sont fausses

On retiendra que les propriétés de la fonction f se transmettent a la suite (f(n)),

&mais que le contraire est FAUX!

e On suppose que IM € RVt e RY |f(t)| < M
c’est en particulier vrai pour t =n € NC RT
d'ot IM € R,Vn e N, |f(n)| < M
ce qui est la définition de "(u,) est une suite bornée"

e On suppose que Y(x,y) € RT x R" tel que x < y on a f(x) < f(y)
c’est en particulier vrai pour (z,y) = (n,n+1) e Nx N C RT x R
on a donc Vn € N, f(n) < f(n+1)
ce qui est la définition de "(u,) est une suite croissante"

e On suppose que Ve > 0,34 > 0,Vt > A, |f(t) — 1| <e
notons ng = [A]+1 € N.

On a Ve > 0,3ng € NVt = ng, |f(t) — 1] <e
c’est en particulier vrai pour t =n € N
on a donc Ve > 0,3Ing € N,Vn > ng,|f(n) — 1| <e

ce qui est la définition de limu,, =
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On suppose que la suite (f(n)) est croissante.

par exemple Yn € N, f(n) =n
On suppose que la suite (f(n)) est convergente

par exemple Vn € Nyu, =3
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1
Notons f t— m

a—+Int

e La fonction f est dérivable sur [2, + oo[ et 'on a Vt > 2, f'(t) = T2 (Int)ett
(In

e pour o = 1, on en déduit que V¢ > 2, f/(t) < 0
la fonction f est continue et décroissante sur [2, + ool.
le théoréme de comparaison série-intégrale permet d’affirmer que

oo
la série de terme général f(n) et 'intégrale généralisée / f(t)dt sont de méme nature
1

oo
e Or on a déja vu en exercice que / —— diverge
2 t. ln t

Conclusion la série ) est divergente

n.lnn
on a ainsi pour t > e, f/(t) <0
notons ng = [€%°] + 1

la fonction f est continue et décroissante sur [ng, + oo

le théoréme de comparaison série-intégrale permet d’affirmer que

oo
la série de terme général f(n) et 'intégrale généralisée / f(t)dt sont de méme nature
1

> (Int)"°

Déterminons la nature de / (nt)dt

no

T (Int 50 Int 5177
on remarque que F'(x) :/ (In?) dt = [(n ) ]

nog t 51 |,
et donc lim F(x)=+o0

Tr—400
 (Int)%° 1050

dt et la série de terme général

Conclusion: I'intégrale / divergent

no

démonstration:
On rappelle que le début de la démonstration pour établir ces résultats est.
e Soit k > nyg

Comme f est décroissante sur [k,k + 1] on a

Vi € [k + 1, f(k+ 1) < £(1) < f(R)

e par croissante de I'intégrale on a alors

k+1 k+1 k+1
/k f(k+1)dt < /k f(t)dt < /k f(k)dt

e on a prouvé que

k+1
k> o, f(k+1) < /k F(t)dt < (k)
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i)

i)

e puis on utilise correctement la relation de Chasles!

xT

Notons F : z — f(t)dt et S, = i f(k)

no k=ng

Comme f est décroissante, on sait que f posséde une limite en +oo (finie ou —o0)

Comme lim f(x) =1 on sait que I,Lm f(n)=1

T—0o0

e silim f = limwu,, # 0 alors la série ) u, et I'intégrale f;; f(t)dt sont GDV

e silim f = limwu,, = 0 alors on sait que f sera une fonction positive sur [ng, + o]

on a donc F' qui est une fonction croissante sur [ng, + ool.

et la suite (.9),) est aussi croissante.

on sait alors que la fonction F' posséde une limite finie en +oo ssi elle est bornée

la suite (S,,) posséde une limite finie ssi elle est bornée

On a vu dans le chapitre sur les séries numériques:

n+1
Vn>anm+4w=/ f(t)dt < S,

no

n

>

k=ng

ﬂ@<fmw+/mﬂﬂﬁ=fmw+Fm)

[e.e]
On suppose que / f(t)dt converge
no

On a donc la fonction F' qui posséde une limite finie en +o0,

et donc la fonction F' est majorée (par M)
On a donc Vn = ng, Sp, < f(no) + M

La suite (Sy,) est croissante majorée donc elle CV, cad > u,, CV

oo
On suppose que / f(t)ft diverge
no

On sait alors que la fonction F' ne posséde pas de limite finie en +oo.

ais F' étant une fonction croissante on sait qu’elle posséde une limite finie ou +o0.
Mais F' étant fonct t t qu’ell d limite fi +

On a donc montré que lim F(z) = +oo.
T—+00

Comme Vn = ng, F(n+1) < S,

on a forcément lim S,, = 400, cad >  u, DV

On a donc la suite (S,) qui est convergente, et donc majorée. (par M)

On a donc Vn > ng, F(n+1) < S(n) < M;
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Montrons que Yz € ng, F(x) < M,
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