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On rappelle la définition de la dérivabilité pour une fonction h d’une variable:
h(z)—h
h est dérivable en g € R lorsque lim M existe et est finie
T—xQ T — X

Notations
e p est un entier supérieur ou égal a 2
e D est une partie de R?

e f une fonction de D a valeurs dans R.
On pourra donc écrire f sous la forme| f: DCRP — R
(x1,...,2p) — flx1,...,2p)
e Les p variables x1,...,x, s’appellent les variables de f.
e 11 est la premiére variable de f, xo est la deuxiéme variable de f,...
e Lorsque f est une fonction de 2 ou 3 variables, on préférera noter (z,y) ou (z,y,z) les variables de f.
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Fonctions de plusieurs variables 2

/Oexemple 1:

f: R? — R g:R*—{(0,00} — R
(z1,m2) — x7.sin(x2)

1
2% + a3 + 23

(.1'1,332,1?3)

sont également les fonctions
f: R — R f:R*>-{(0,00)} — R
(z,y) — m.sin(y) (,1,2)

1
2 +y2 + 22

1 Préliminaires: topologie de R? avec p =2 ou 3 (V085)

1.1 norme et distance euclidiennes

‘. )
W définition 1: norme et distance euclidiennes
i) On appelle norme euclidienne sur R , 'application | ||.|| : RP — RT
z = (z1,...,2p) —> :v%+~-+$]23
ii) On appelle distance euclidienne sur RP Papplication
d:RP xRP — Ry
(y) — dzy) =z -yl = \/(afl — )+ (2 — yp)?
- J
proposition 1 (rappel)
la distance euclidienne est une application de RP x RP — R telle que:
i) V(zy) ERP xRP d(z,y) =0z =y
ii.) V(z,y) € RP x R, d(zy) = d(y,z)
iii.) V(z,y,z) € RP x RP x RP, d(x,y) < d(z,z) + d(2,y)
1.2 boules
N

définition 2:
Soit a € R? et r un réel strictement positif.
i) On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, et on note B,(a,r), 'ensemble des vecteurs

x € RP tels que d(a,r) < r. Ainsi, ‘Bo(a,r) = {x € RP|d(a,x) < 7’}‘
ii) On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, et on note Bf(a,r), 'ensemble des vecteurs
x € RP tels que d(a,z) < r. Ainsi, | Bf(a,r) = {z € RP|d(a,x) < r}

Les notions de boules généralisent dans RP la notion d’intervalle existant dans R )
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Fonctions de plusieurs variables 3

1.3 ouvert-fermé

définition 3: partie ouverte

Soit D une partie de RP.
On dit que D est un ouvert, ou une partie ouverte, de R? lorsque Ya € D,3r > 0,B,(a,r) C O

/Oexemple 2:
1. Montrer que D = {(z,y) € R?|y > 0} est un ouvert de R?
2. Montrer que [0,1[x[0,1] n’est pas un ouvert

1. Soit a = (zg,y0) € D. (on a donc yg > 0)

Posons r = 2 > 0 et montrons que By(a,r) C D.
Soit (x,y) € Bo(a,r).

on a \/(z — 2p)? +(y Yo)? <r

or \/(x —20)? + (y — ¥0)? = /(¥ — %)% = ly — o

2

ainsi \y—yo\<r:?0
cadyo—r <y <yo+r

Yo Yo
orYo T =Yo T 5 = §>0

ainst y > 0
etdonc( zy) € D!

2. Notons D = [0,1[x[0,1]

Soit a = (0,0) € D
Soitr >0
Nous allons montrer que Bo(a,r) ¢ D

-0) € Bo(a,r)

en effet, d(z,a) = \/(; —0)2+(0-0)= g <r

mais © & D car%r<0

onax=

On a montré qu’il n’existait pas de boule ouverte centrée en a incluse dans D
donc D n’est pas un ouvert!

définition 4:
Soit F' une partie de RP. On dit que F' est un fermé, ou une partie fermée, de R? lorsque le complé-
mentaire de F' dans RP est une partie ouverte de R?

remarque 1

e une boule ouverte est une partie ouverte.

e une boule fermée est une partie fermée.

e RP et 'ensemble vide sont des parties & la fois ouvertes et fermées. Ce sont les seules a posséder
cette propriété.

e Dans R?, un demi-plan fermé est un fermé, un demi-plan ouvert est un ouvert, . ..
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Fonctions de plusieurs variables 4

remarque 2 (pratique(H.P.): inégalité stricte=ouvert, égalité=fermé)
On démontre que si f est une fonction continue de RP a valeurs dans R, alors

e I'ensemble {x € RP|f(x) > 0} est un ouvert (er: {(z,y) € R*z%2 +y* —1>0})
I'ensemble {x € RP|f(x) = 0} est un fermé (ex: {(x,y) € R?}|z? + 4% — 1 =0})
I’ensemble {z € RP|f(x) > 0} est un fermé (ex: {(x,y,2) € R3|2? + ¢y? + 22 —1 < 0})

P'ensemble {z € RP|0 < f(x) > x} n’est ni un fermé, ni un ouvert.

/Oexemple 3:
1. {(z,y) € R?| sinz > y} est un ouvert
2. {(z,y) € R?| 2% — y? + cos(zy) > 18} est un fermé

définition 5: intérieur, extérieur, frontiére
Soit D une partie de RP.

1. un point z est a 'intérieur de D ¢’il existe une boule ouverte centrée en x contenue dans D.
L’ensemble de ces points est I'intérieur de D

2. un point = est a I'extérieur de D s’il existe une boule ouverte centrée en x contenue dans le
complémentaire de D. L’ensemble de ces points est 'extérieur de D

3. un point x est adhérent & D si toute boule ouverte centrée en x rencontre D. L’ensemble de
ces points est "adhérence de D, noté D ( ne pas confondre avec le complémentaire de D)

4. un point x est sur la frontiére de D si toute boule ouverte centrée en = rencontre a la fois D et
son complémentaire.(on montre que Fr(D) =D — int(D) )

dessin:

remarque 3
1. I'intérieur de D est le plus grand ouvert contenu dans D
2. Dextérieur de D est le plus grand ouvert contenu dans le complémentaire de D
3. un point x adhérent 4 D est soit a l'intérieur de D soit sur sa frontiére

4. le complémentaire de D est Iextérieur de D
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Fonctions de plusieurs variables

W définition 6: partie bornée
Soit D une partie de RP.
On dit que D est une partie bornée lorsque 3M > 0,Vz € D, ||z|| < M
rem: on rappelle qu’on ne peut parler de majorant et de minorant dans RP. ..

/Oexemple 4:

Montrer les équivalences entre les propriétés suivantes:

i) D est une partie bornée de RP

ii) D est contenue(=incluse) dans une boule

iii) IM > 0,¥(x,y) € D% d(x,y) < M
mais cela n’équivaut évidemment pas a V(x,y) € D?,3M > 0,d(z,y) < M
démonstration:

° On suppose IM > 0,Vz € D, ||z|| < M
1l est alors clair que D est incluse dans la boule fermée de centre 0 et de rayon M

e [ii) = iii) | On suppose IR > 0,3zg € RP,Vz € D, d(z,xz0) < R
Soient (z,y) € D%
Par Uinégalité triangulaire, on peut écrire d(z,y) < d(x,zo) + d(xo,y) < R+ R.
En notant M = 2R, on a montré que ¥(x,y) € D? d(z,y) < M

o On suppose IM > 0,Y¥(z,y) € D?,d(z,y) < M
Considérons un élément particulier yo € D.
D’apres Uhypothese, pour tout x € D on a d(x,yo) < M , cad x € By(yo,M)
Ceci signifie que D est incluse dans la boule de fermée de centre yg et de rayon M

%méthode 1: pour montrer qu’une partie n’est pas bornée
Il suffit d’exhiber une suite (zy,),>0 d’éléments de D telle que nl;rgo ||zn|] = +o0
Ezxemple:
Soit D = {(z,2%)|x € R}.
Montrons que D est une partie fermée et non bornée.

Démonstration:
e les couples z,, = (n,n?) appartiennent & A,
or l'on a ||z,|| = ||(n,n?)|| = Vn2 + n* — oo, ce qui prouve que D n’est pas bornée.
e considérons | f: R xR — R qui est continue car c¢’est un application polynomiale,

2

(zy) — y—x
et 'on remarque que D = {(z,y) € R?|f(z,y) = 0}.
D’apres la remarque [2, on peut affirmer que D est un fermé.
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Fonctions de plusieurs variables

2 Limite en un point adhérent (V086)

2.1 ensemble de définition, lignes de niveau

/Oexemple 5: quelques fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles

Préciser a chaque fois le plus grand domaine de R? sur lequel la fonction est définie

f1 : D1 — R f2 : D2 — R f3 : D3 — R2 f4 : D4 — R 5
(wy) — 2y (wy) — = (x,y) — T (zy) — %
ety
f5 . Dy — R fﬁ : Dy — R f7 : Dy — R
1 1 2 2
_— ) — -
(z,y) +— - (x,y) — - (z,y) xe—y

définition 7: lignes de niveau (fonctions de deux variables)
Soit f: D c R2 = R.
Pour tout k£ € R fixé, on appelle ligne de niveau d’indice k la courbe d’équation f(z,y) =k

Vous pourriez dessiner les lignes de niveau des fonctions ci-dessus?

Serge Lemarquis 6 PT* 2021/2022



Fonctions de plusieurs variables 7

2.2 limite en un point adhérent

.. )
définition 8:
Soient
. D une partie de R?
. a=(ai,...,ap) un point adhérent a D
. f:D CRP — R une fonction
On dit que
1. la fonction f admet une limite en a, et on note lim f(z) = [, lorsqu’il existe un réel [ tel que
r—a
‘Ve >0,3n > 0Vz € D,||lz —al| <n=|f(x) =] < e‘
2. lim f(z) = 400 lorsque VM € R,3n > 0Vx € D,||lz —al| <n= f(z) > M
Tr—a
3. lim f(z) = —oo lorsque VM € R,3n > 0Vx € D,|jz —a|| <n= f(x) < M
S z—a J
dessin

/Oexemple 6:
Soit D = R?\ {(0,0)}. On considére la fonction |f: D — R

sin(z? + y?)

zy) —
(z,y) 21y
le point a = (0,0) n’est pas un point appartenant & D, mais c¢’est un point adhérent a U.
Notons|g: D — R* et|h:R* — R
(zy) — o +y° to— SlTnt

La fonction g est une fonction polynomiale: on a lim g = 0

)

La fonction (d’une seule variable) bien connue h posséde 1 comme limite en 0: li(r)nh =1

Par le théoréme de composition des limites, comme f = h o g, on peut affirmer que (hm) f=1
0,0

Serge Lemarquis 7 PT* 2021/2022



Fonctions de plusieurs variables 8

%méthode 2: pour montrer qu’une fonction ne posséde pas de limite en un point
De méme que pour les fonctions d’une seule variable, ot l’'on pouvait tendre vers a € R de plusieurs
maniéres (principalement par valeurs inférieures ou par valeurs supérieures), on va pouvoir pour une
fonction de plusieurs variables tendre vers a € RP par plusieurs chemins.

A retenir: il ne suffit pas de regarder ce qui se passe uniquement a x fixé ou y fixé!

/Oexemple 7:
On considére la fonction | f : R? — {(0,0)} — R
(z.y)

x4 + 92

Montrer que f ne posséde pas de limite en (0,0)

remarque 4 (représentation graphique d’une fonction de 2 variables a valeurs réelles)

On peut représenter graphiquement les fonctions de deux variables a valeurs dans R.
Soit D une partie (—=sous-ensemble) de R?, et f: D C R? = R.
La fonction f est entiérement caractérisée par la surface ¥ = {(x,y,f(z,y))|(z,y) € D}.

Serge Lemarquis 8 PT* 2021/2022



Fonctions de plusieurs variables 9
3 Continuité (V08T)

~

définition 9:
1. Soit @ € D , on dit que f est continue au point a lorsque lim f(z) = f(a)
r—ra
c’est a dire:
Ve > 0,3n > 0Vx € D)||lz —a|| <n=|f(z) — fla)| < e

L 2. On dit que f est continue sur D lorsqu’elle est continue en tout point de D )

/Oexemple 8:

Montrer que la fonction

/Oexemple 9:

On consideére la fonction f : (z,y) — xy

f:

(z.y)

-

arctan(z/y)
/2

siy#0

sinon

1. La fonction f est-elle bornée sur R??

n’est pas continue en (0,0)

2. Montrer que la fonction f est bornée sur tout rectangle [a,b] X [c,d]
(On précisera un majorant de |f| en fonction de (a,b,c,d)

3. Montrer que la fonction f est bornée sur tout ensemble borné

1. f n'est pas bornée sur R? car lim f(z,1)= lim z = 400
r—+ r—+00
Serge Lemarquis 9
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Fonctions de plusieurs variables

10

2. e Comme D = [a,b] X [c,d] est un domaine fermé (car produit cartésien de fermés) et borné,
et que f est une fonction continue sur D,
le théoréeme des bornes atteintes affirme que f est bornée sur D

e Pour tout x € [a,b], on a |z| < max(|al,|b]) = M
Pour tout y € [e,d], on a |y| < max(|c|,|d|) = Ma

On a ainsi

V() € [a,b] x [e,d], [f(zy)] = |zy| = [x].|y] < My M2

3. Soit D un domaine borné (par forcément fermé).

On sait alors que

Notons Dy = Bf(0,R),
on vient d’établir que D C D,

dR > 0,Va € D, |la|]| < R

Comme f est continue sur le domaine fermé borné D1,
on peut affirmer que f est bornée sur Dy.

Ainsi AM > 0,Ya € Dy, |f(a)| < M

Comme D C Dy, on a a fortiori 3M > 0,Ya € D,|f(a)] < M

/Oexemple 10:

Soit [f: R? — R une fonction continue
(xy) — flzy)

On considére |[g : R — R et |h: R —

x — f(x,0) Yy —

R
f3y)

1. Montrer avec rigueur que g et h sont continues

2. D’une maniére générale, montrer que si xg et yo sont fixés dans R alors les applications
x> f(x,y0) et y — f(xo,y) sont continues sur R.

Serge Lemarquis
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Fonctions de plusieurs variables 11

remarque 5 (continuité par rapport a une variable)
Soit f une fonction de deux variables.

i) On dit que la fonction f est continue par rapport a x (ou par rapport a la premiére
variable) lorsque a yg fixé, la fonction x — f(x,yp) est une fonction continue.

ii) On dit que la fonction f est continue par rapport a y (ou par rapport a la deuxiéme
variable) lorsque a xq fixé, la fonction y — f(xo,y) est une fonction continue.

iii) On vient de montrer dans I'exemple |10 que
La continuité entraine la continuité par rapport a chaque variable
iv) Mais attention, la réciproque est fausse! :-(
La continuité par rapport a chaque variable n’entraine pas la continuité.

Autrement dit, il ne suffit pas de vérifier que les applications x — f(z,yo) et y — f(xo,y) sont
continues pour pouvoir affirmer que la fonction f : (z,y) — f(x,y) est continue!

/Oexemple 11: la continuité par rapport & chaque variable n’entraine PAS la continuité (HP)
0 siz=0 =0
Considérons la fonction f définie sur R? par f(z,y) = { S? o ony
1 sinon
1. Montrer que f est continue par rapport & = et par rapport a y en (0,0)

2. Montrer que f n’est pas continue en (0,0)

Serge Lemarquis 11 PT* 2021/2022



Fonctions

de plusieurs variables

12

4 Dérivées partielles des fonctions a valeurs réelles (V088)

4.1 dérivées partielles premiéres

-
W définition 10: dérivée partielle premiére pour une fonction de deux variables

Soit

f:DcR?® — R et (xo,yo) un point intérieur de D
(zy) — flzy)

1.

, of
rem: La notation correcte est 8—(x0,yo) et mon pas
x

On dit que
f admet une dérivée partielle premiére par rapport a la premiére variable en a = (x,49)

lorsque la fonction = — f(z,yp) est dérivable en x

f(xo + hyo) — f(0,%0)
h

c’est a dire lorsque ’llim existe et est finie,
—0

dans ce cas on note %(mo,yo) ou |01 f(zo,y0) | cette limite

. On dit que

f admet une dérivée partielle premiére par rapport a la deuxiéme variable en (zp,40)

lorsque la fonction y — f(zg,y) est dérivable en yq

f(zo,90 +h) — f(z0,90)
h

c’est & dire lorsque }Lim existe et est finie,
—0

dans ce cas on note %(%,yo) ou | G2 f(z0,Y0) | cette limite

Lorsque toutes les dérivées partielles premiéres en a existent,

on appelle gradient de f en a, et on note grad(f;(a) ou V,f, le vecteur (%(a),%(a))

df(0,%0)
ox

/Oexemple 12: Etude de dérivées partielles premiéres en un point particulier

Soit [f: R? — R

(ry) — Vat +y?

Etudier lexistence des dérivées partielles premiéres en (0,0)

Etude de P'existence de

e Par

7 0.0)

X

0
définition, 8—f(0,0) existe si la fonction ¢ : x — f(z,0) est dérivable en 0
x

On a pour tout z, g(x) = Vot + 0 = 2.

La fonction g est dérivable sur R, et en particulier en 0 avec ¢’(0) = 2.0 =0

d’ou

of o
%(0,0) existe et %(0,0) =0

Serge Lemarquis 12 PT* 2021/2022
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13

of
oy

Etude de l’existence de ——(0,0)

0
e Par définition, 8—f(0,0) existe si la fonction g : y — f(0,y) est dérivable en 0
Yy

On a pour tout y,g(y) = /0 + 3% = |y|.

On sait que la fonction g n’est pas dérivable en 0

of

d’ou a—y(0,0) n’existe pas

/Oexemple 13: Etude des dérivées partielles premiéres en tout point

Soit | f: R2 — R
(z,y) — x.e™

Etudier 'existence des dérivées partielles sur R?
0 0
(cad justifier que a—f(:v,y) et a—f(x,y) pour tout (z,y) € R?)
€ Y

solution

/Oexemple 14:
Soit f: R> — R
(z,t) — 2t
Donner les dérivées partielles premiéres de f

Serge Lemarquis 13
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Fonctions de plusieurs variables 14
( » . . » . » . * o . . .
W définition 11: dérivée partielle premiére pour une fonction de trois variables
Soit|f: DCR? — R et a = (x0,Y0,20) un point intérieur de D
(z,y,2) — f(z,y,2)
1. On dit que f admet une dérivée partielle premiére par rapport a la premiére variable en a
lorsque la fonction x — f(x,y0,20) est dérivable en xg
h _
cad lorsque lim f(@o + h.yo,20) — f(Zo.40,20) existe et est finie,
h—0 h
af .
dans ce cas on note 3 (20,Y0,20) | ou | 01 f(x0,Y0,20) | cette limite
%
2. On dit que f admet une dérivée partielle premiére par rapport & la deuxiéme variable en a
lorsque la fonction y — f(xg,y,20) est dérivable en yg
) h - a o
cad lorsque lim f(@o.o + hy20) = f(Zo.40,20) existe et est finie,
h—0 h
of o
dans ce cas on note 3 (0,Y0,20) | ou | 2 f (x0,Y0,20) | cette limite
Y
3. On dit que f admet une dérivée partielle premiére par rapport & la troisiéme variable en a
lorsque la fonction z — f(x0,y0,2) est dérivable en z
h) —
cad lorsque lim F(@o,y0,20 + ) = f(0,40,20) existe et est finie,
h—0 h
of o
dans ce cas on note 3 (0,Y0,20) | ou | O3 f (x0,Y0,20) | cette limite
%
_ — J
/Oexemple 15:
Soit f: R® — R3
(@y,2) — ylo|+alyl+ =
Etude des dérivées partielles premiéres en (0,0,0)
solution:
0
e La fonction g : x — f(2,0,0) = 0 est dérivable en 0, avec g’'(0) =0 d’ou a—f(0,0,0) =0
x
‘ . , , . Of
e La fonction g : y — f(0,y,0) =0 est dérivable en 0, avec ¢'(0) =0 d’ou 8—(0,0,0) =0
Y
: . : . Of
e La fonction g : z — f(0,0,2) = z est dérivable en 0, avec ¢'(0) =1 d’ou 6—(0,0,0) =1
z
~

_ sur D

-
Wdéﬁnition 12:
La fonction f est dite de classe C! sur un ouvert D lorsque f admet en tout point de D toutes ses
dérivées partielles premiéres, et que de plus, chacune des dérivées partielles premiéres est continue

J

On note

-

C(D,R)

-
{g théoréme 1: on s’attend a ces résultats ci

. ensemble des fonctions de classe C! définies sur D et & valeurs dans R

L’ensemble C'(D,R) est stable par combinaison linéaire et par produit interne.

~

Serge Lemarquis
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Fonctions de plusieurs variables 15

4.2 différentielle - développement limité a ’ordre un (V089)

-
{g théoréme 2: "C' implique existence DL;"

Soit D un ouvert de R?, et f une fonction C'(D,R) .
Alors

i) en tout point a € D, f admet un développement limité d’ordre un
ii) Vh = (h1,...,hp) € RP tel que a+h € D on a

i=p

fla+h) = fa)+ > hi.dif(a) + |[h]].c(h)
i=1

= f(a)+ < h,Va(f) > +|h[|.e(h)

En particulier

e Dans le cas d’une fonction de deuz variables avec a = (xo,yp), on a

fla+R) = £(zo + higo + ha) = F(a) + hl.gi(a) + hg.%(a) + /B2 + h2e(h)

e Dans le cas d’une fonction de trois variables, on a

flat ) = F(a@) + b gl (@) + ha. 5L @)+ ha Bl @)+ o+ 13 - 1 ()

<, > désigne le produit scalaire usuel sur R? et V, f désigne le gradient de f calculé en a,
c’est a dire:

o Vu(f) = (gi(a),g';(a)) = (01f(a),02f(a)) pour une fonction de 2 variables
o Vu(f) = (g;(a),g;(a),g‘i(a)) pour une fonction de 3 variables

- J

/Oexemple 16:

Soit| f: R? — R
(z,y) — 2’y +2y

1. Montrer que f admet en tout point de R? un DL & 'ordre 1
2. Donner le DL au point a = (1,2)

La fonction f est une fonction polynomiale, elle est donc C™ sur R?

Comme f est C' sur R? alors f posséde en tout point de R? un DL,

of _ of _ 2
e Ona %(a:,y) =2zy et 9y (xy) =a° +2
of _ of _
et donc 0$(1’2) =4 et ay(1,2) =3

On a f(1,2) =6, et donc le DLy de f au point a = (1,2) est

Vh = (h1,ha) € R?, f(14 h1,2 + ha) = 6 + 4hy + 3hg + \/h} + h3.e(h)
Ce DL peut servir pour obtenir une valeur approchée de f(x,y) quand (z,y) est "proche” de (1,2)

Par ezemple, ce DL donne pour valeur approchée de f(1.01,1.98) la quantité 6+4x0.014+3x (—0.02) = 5.98
(la valeur exacte est 5.979798)
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4.3 dérivée d’une fonction composée

-@'—activité préliminaire :
Soit
f: R — R vw:R — R v:R — R
(zy) — 2%+ zy —y° t — 2 t — t
On pose g : t — f(u(t),v(t))
ecessivement X (o 0008 of
1. Calculer successivement o (x,y), dy (x,y), e (u(t),v(t)), Dy (u(t),v(t))
et enfin u'(t).gi(u(t),v(t)) + v’(t).gjyc(u(t),v(t))
2. Calculer g(t) puis ¢'(t). Remarque?

-
{g théoréme 3: dérivée d’une fonction composée
Soit D un ouvert de R? et f € C'(D,R).

Soient u et v deux fonctions C' définies sur un intervalle ouvert I telles que V¢ € I, (u(t), v(t)) € D.
On peut donc définir la fonction |g: I — R

t — flu(t), v(t))

Alors:
i) g est de classe C! sur I, c’est & dire que g € C*(I,R)

ii) et l'on a

|Vt € L,g/(t) = u/(£).01 f(u(t), v(t)) + v/ (£).02f (u(t), v(t))]

remarque: la plupart du temps, la fonction f est donnée sous la forme f: (z,y) — f(x,y).
On peut alors écrire
of of

"(t) = u'(8). 5= (u(t),v(t)) +v'(8). 5 (ult),v(t))
9 g ox y )

schéma:
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/Oexemple 17:
Soit f : R?2 — R de classe C!

Onpose|g: R — R et |[h:R — R
t — f(2t,1+1%) 0 — f(cosb,sinb)

Exprimer ¢'(t) et h'(#) en fonction des dérivées partielles de f.

/Oexemple 18: (chaine de dérivation)
Soit f: R?* — R une fonction de classe C* et g: R*> — R
(zy) — f(zy) (u0) — g(uw) = f(u® + v?uv)

Exprimer 99 ot 29 en fonction des dérivées partielles de f notées % et %'

u v
g Ox Of Oy (lf t@g Oz of Oy Of

: ici le Physicien écrit 2> = 2-. 2" + =2 9 v ar v oy
rem: ict e YSiclen ecri ou ou Oz ou ay € v v Or v 83/

remarque
on a un résultat analogue si D est un ouvert de R?: sous des hypothéses aussi larges et du méme genre. . .

est de classe C1 avec

La fonction |g: I — R
to— flu®), vt), w(t))

[Vt € 1.g'(8) =/ (0)-00F(ult), v(t), w(t) + o' ()0af (ult), v(t), w(t)) + w' (D)5 F(uld), v(t), w(t))]
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5 Dérivées d’ordre supérieur (V090)
/Oexemple 19: présentation des dérivées d’ordre supérieur
< Soit la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 2%y + 3°
R . IEN ) f _ af .2 2
e f admet des dérivées partielles premiéres et 'on a a—(w,y) = 2zxy et 8—(x,y) =z + 3y
T Yy
e la fonction g = 3 : (x,y) — 22y admet elle aussi des dérivées partielles premiéres
x
99 99
= =2 s =2
5 OY) =2y et 2y (zy) = 22
En utilisant les notations liées a la fonction f cela donne
of of
dg I\ ar o (Of 2 f dg I\ oe o (of o%f
=~ _ A\ 2 = _92f =080 { =2 — —— (L) = — 90
ox Ox oz (8:10) Oz f =00 e dy dy Ay <6x> ooz ° 1
2 2
Onaainsi%:R2 — R et 888f: 2 SR
Ty — 2 YO (ay) — 20
e la fonction h = of : (2,y) = 2% + 3y? admet elle aussi des dérivées partielles premiéres
h h
ggg(af,y) =2z et gy(w,y) = 6y
En utilisant les notations liées a la fonction f
5 <3f ) 5(2f
oh Ay o (of o2 f oh Ay o [(of f
—=——t=— | = | =7—=010f et — = =—|== | =75 =05f =020
Ox Ox Ox <8y> 0xdy 102f ¢ oy Oy oy \ Oy oy? 2f = 0202
2 2
On a ainsi 885: 2 5 R et 8—£:R2 — R
Y (wy) — 2 U (wy) — 6y
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W définition 13:

Soit f une fonction de D C RP — R. ot D est un ouvert

On dit que la fonction f est de classe C2? sur D lorsque elle admet toutes ses dérivées partielles
premiéres et secondes sur D et que ces dérivées sont continues sur D.

On note | C?(D,R) | 'ensemble des fonctions de classe C? sur D & valeurs dans R

proposition 2

e C?(D,R) est stable par combinaison linéaire et par produit interne.

e Les fonctions polynomiales de plusieurs variables sont des fonctions de classe C*° sur RP

q )
{;} théoréme 4: théoréme de Schwarz , admis
Soit D un ouvert de RP, et f € C?(D,R).
Alors , pour tout 7 et j, | 0;0;f = @&f‘
o : 2 , *f _ Pf
rem: en particulier si f est une fonction de classe C* de deux variables on a =
oxdy  Oyox
of of
*(5,) *(5:)
2 2
On rappelle que o7 =0102f = Oy et of =001 f = _\0z/)
L oxdy Ox 0yox dy )

/Oexemple 20:

Soient g et h deux fonctions de classe C'' de R dans R.

Onnote|f: R2 — R
(,y) — g(x) + h(y)

Les dérivées croisées de f sont elles égales?

ona X (oy) =g @) et ggj@,w — 1(y)

0
La fonction y — —f(x,y) = ¢'(x) est dérivable (fonction constante!) on a donc

Ox 0yox

_ of , . . P>f

La fonction x — 8—(56,3/) = h'(y) est dérivable (fonction constante!) on a donc W(m,y) =0
Y oY

Meéme si f n'est pas de classe C?, les dérivées croisées sont égales!
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6 Exemples d’équations aux dérivées partielles

proposition 3

Soient I et J deux intervalles ouverts non vides de R et D =1 x J.
0
o Les solutions de classe C' sur D de I’équation a—f(:c,y) = 0|sont les fonctions| f: D — R
x
(z,y) — Aly)
ott A est une fonction C1(JR).
0
e Les solutions de classe C' sur D de I’équation a—f(as,y) = 0|sont les fonctions| f: D — R
Y (zy) — Alx)
ot A est une fonction C*(I,R).
preuve:
e On va raisonner par Analyse-Synthése
e |Partie Analyse‘
0
On suppose que f € C*(D,R) vérifie V(z,y) € D =1 x J, a—f(:zr,y) =0
x

— Pour y € J fixé, onnote |[g: I — R
z — f(z.y)

On alors Vz € R, ¢'(x) = %(:ﬁ,y) =0.

Ainsi la fonction g est constante sur 'intervalle
Ainsi, il existe un réel, a priori dépendant de y c¢’est pourquoi nous le noterons A(y),

tel que Vz € I, g(z) = A(y)

On a ainsi

¥(z.y) € D =1 x J, f(z,y) = A(y)]

— Montrons maintenant que I’application A :y > A(y) est C! sur J
Pour zy € I fixé, on remarque que A : y — A(y) = f(z0,y)
Comme la fonction y — (z0,y) est C! sur J et que la fonction f est C! sur I x J,
par composition on sait que la fonction y — f(xq,y) est C! sur J, cad que A est C! sur J

0
— A la fin de la partie synthése, on a montré que si f € C'(D,R) vérifie 8—f = 0 alors
x

nécessairement f : (z,y) — A(y) avec A € C*(J,R)

° ‘Partie Synthése‘
Soit |f:IxJ — R avec A € C1(JR)
(zy) — Aly)

Il est clair que f € CY(D,R) et vérifie V(z,y) € D, gf(x,y) =0
x

VOUS TROUVEREZ DE NOMBREUX EXERCICES CORRIGES SUR LE SITE!
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