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Dans tout ce polycopié, K désignera comme toujours le corps commutatif R ou C.

1 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

définition 1:
Soit A une partie(=sous-ensemble) non vide de E.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par la partie A, et on note , le plus petit (au sens
de I'inclusion) sous-espace vectoriel de E qui contient A

c’est a dire | vect(A) = N F
Fsev de E tq ACF

Il est immédiat que (si A est un sev alors vect(A) = A )
et (si A C B alors vect A C vect B)

& )
( .
,Oexemple 1: un exemple avec des fonctions
Soit E = F(R,R) l'ensemble des fonctions définies sur R valeurs dans R.
On note A [resp. B| I'ensemble des fonctions paires |resp. impaires| appartenant a E.
On a vect(A) = et vect(B) = car on sait que
- J

Q théoréme 1: caractérisation importante
Soit A une partie non vide de E.
vect A est I’ensemble des vecteurs qui s’écrivent comme une combinaison linéaire de vecteurs de A,

n
c’est a dire que [vect A = {> Ni.a;ln > 1\, € Ka; € A}
i=1
Le sev engendré par une partie A est égal a ’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de
A (on rappelle qu’une combinaison linéaire de vecteurs est toujours une combinaison linéaire d’un
nombre fini de vecteurs (cf. déﬁmtion




2 SOMME DE N SOUS-ESPACES VECTORIELS

2 Somme de n sous-espaces vectoriels

2.1

somme de 2 sous-espaces vectoriels (rappel)

-

définition 2: somme de 2 sev
Soient F; et F5 étant deux sev de E.

i)

i)

On appelle espace vectoriel somme de Fj et Fb, et on note Fy + F5, I’ensemble :

‘ F1+F2:{f1+f2|f1€F1 et fQEFQ}‘

on montre que c’est le plus petit sev de E qui contient a la fois Y et Fy,
cad ’ Fi + Fy = vect(Fy U F) ‘

On dit que F} et F5 sont en somme directe, et on note F} @ Fy, lorsque la décomposition de tout
vecteur de F7 4+ F5 comme somme d’un vecteur de F} et d’un vecteur de F5 est unique.

cad V& € Fy + Fy, 3(¥1,%9) € F1 X Fy, @ = &1 + @9 (Pécriture est unique)

rem: pour tout ¥ € Fy + Fy on sait par définition qu’il existe une décomposition de la forme
T = &1 + Ty avec (T1,72) € Fy x Fy. Lorsque la décomposition est toujours unique on dira que
Fy et Iy sont en somme directe )

{g théoréme 2: caracréisation de la somme directe de 2 sev (rappel

Il y a équivalence entre les trois propriétés suivantes :

i.) Fy et Fy sont en somme directe

ii.) La décomposition de 0 est unique.

(cad que si O s’écrit Ty + Zo avec T1 € Fy et X9 € Fy alors forcément 1 =0 et Zy =0.)

iii.) Fy N Fy = {0}

2.2 généralisation a la somme de n sev

définition 3: somme de n sev
Soit (F})ieq1,....ny une famille de n sev de E.

n
i) On appelle espace vectoriel somme des F; , et on note Fy + --- + F,, ou > F;, ensemble:

ii) On dit que les F; sont en somme directe, et on note F; @& ---@® F,, ou € Fj, lorsque

i=1

n
S F=F+ - +F,={&++& Vi€ {l,... n},3 € F}
i=1

ce que ’on peut aussi écrire

F,=F +- -+ F, :{fl+"'+fn|(fl,...,fn)EFlX...Fn}
1

n
1=

on montre que c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient tous les Fj.
cad qu@‘F1+F2+"’+Fn:VeCt(FluFQU"'UFn)‘

ie{1,...,n}

n

n
VEEY F, 3(F,...E) R X xF, E=) F
i=1 =1

c’est a dire, la somme de n sev est directe lorsque la décomposition de tout vecteur(ou l’écriture)
est unique

J
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2.2 généralisation a la somme de n sev 2 SOMME DE N SOUS-ESPACES VECTORIELS

{g théoréme 3: pas de caractérisation avec les intersections pour la somme de n sev!
Il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes:
i. la famille (F});e(1,... ny est en somme directe

ii. la décomposition de 0 est unique.
(cadd quesi 0 =71 +Zo+ -+ &, avec Vi € {1,...,n} , T; € F; alors Vi € {1,...,n},@; =0)

"la décomposition de tout vecteur est unique ssi celle du vecteur nul est unique”

Si la famille (F});cq1,.. ny €st en somme directe alors pour tout (i,5) tel que i # j F;NFy = {0}

mats ‘ la réciproque est fausse‘: pensez a 3 droites distinctes dans le plan

démonstration
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2.2 généralisation a la somme de n sev 2 SOMME DE N SOUS-ESPACES VECTORIELS

,Oexemple 2:

Soit F = R%.

On considére F1 = {(a,a,0,0)|a € R}, F5 = {(0,,b,0)| b € R} et F3 = {(0,0,¢c,¢)| c € R}
Montrer que F1, Fb et F3 sont en somme directe.

( M
,Oexemple 3:
Soit £ =R%.
On considére Fy = {(a,a,0,0)|a € R}, F5 = {(0,b,b,0)|b € R} et F3 = {(0,0,¢,c)|c € R}
1. Donner une CNS pour que le vecteur (x,y,z,t) appartienne a Fy + F + F3
On a les équivalences suivantes
(x,y,z,t) EM+Fh+ Fy<= 1% € Fy,3%y € Fy,373 € F3, (ZL‘,y,Z,t) =71+ Ty + 23
— J(a,b,c) € R?, (z,y,2,t) = (a,a,0,0) + (0,b,,0) + (0,0,¢,¢)
r =a
3 Jy =a+b
<~ J(a,b,c) € R,
z =b+c
t =c
a =x
3 )b =y—=
<= J(a,b,c) € R?,
c =z—yYy+uzx
t =z—y+zx
3
On trowve donc que le vecteur (x,y,z,t) appartient & Y F; ssit=z—y+x
i=1
Conclusion | Fy + Fy + F3 = {(z,y,2,t) E R}z —y + 2 —t =0}
2. Sans utiliser le résultat de 'exemple [2| peut-on dire si la somme F} + F5 + F3 est directe?
Oui, car le systéme précédent a montré que pour un vecteur (x,y,z,t) € Fy + Fy» + F3 fizé,
il existe un unique triplet de vecteurs (Z1,Z2,73) € F1 X Fy x F3 tel que
\_ (;U,y,z,t) =21+ T2+ 23 )
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2.2 généralisation a la somme de n sev 2 SOMME DE N SOUS-ESPACES VECTORIELS

( )
,Oexemple 4:

Soit f € L(E) et sp(f) ={A1,.... A}

On a vu que l'on avait I’équivalence

[ est diagonalisable <= FE = E), & - ® E,,
On retrouve le fait que
L [ est diagonalisable <= VZ' € E,3!(71,...,7p) € Ex, X -+ X E) | T =21+ + 1) y
~

-
,Oexemple 5:
Dans l'espace E des fonctions continues de [—1,1] vers R, on considére les sous-espaces vectoriels

Fy ={f € E/f est constante} , F» = {f € E/Vt € [-1,0],f(t) =0} et F5 ={f € E/Vt € [0,1],f(t) =0}
1. Montrer que Fy & Fy & F3 2. Etablir que £ = F; @& I, & F3
1. Soit (fl,fg,fg) € Fy x Fy x F3 tel que f1 + f2 + f3 =0

Ceci signifie que pour tout t € [—1,+ 1] on a fi1(t) + fa(t) + f3(t) =0

En particulier:
i) pour t = 0 cela donne f1(0) + 0+ 0 = 0 et donc forcément f; =0

Comme on a déja V't € [—1,0], fo(t) =0 on a donc Vt € [—-1,1], fa(t) =0 cad fa =0

Comme on a déja V't € [0,1], f3(t) =0 on a donc Vt € [-1,1], f3(t) =0 cad f3 =0
On a donc fi = fo = f3 =0.

‘ Conclusion: | ¢ Fr, & F3 ‘
2. 1l s’agit maintenant de montrer que E = Fy 4+ F5 + F3, cad que tout élément f de E s’écrit sous

la forme fi; + fa + f3 avec chaque f; € F;.
On va tenir un raisonnement par Analyse-Synthése:

i) Partie Analyse: (On suppose que la décomposition existe et on la cherche)
Soit f € E quelconque fixé et (f;)(i=1.3) tel que f = fi+ fa+ f3

On a donc pour tout t € [—1,1], f(¢) = f1(t) + f2(t) + f3(¢)

— pour t = 0 cela donne f(0) = f1(0).
Comme f; est constante, on a|f;:[-1,+1] — R
— f

— pour tout t >0 on a f(t) = fi(t) + fo(t) + f3(t) = f(0) + f2(t) + 0.
dotlfo:[-L,+1] — R
0 sit<0
t —
{f(t) — f(0) sinon
— pour tout t <0 on a f(t) = f1(t) + fa(t) + f3(t) = f(0) + 0+ f3(¢).
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ii) pour tout ¢ €]0,1] cela donne fi(t) + fa(t) + 0 = 0 et donc forcément Vt €]0,1], fo(t) =0 — fi(P) =0

iii) pour tout ¢ € [—1,0] cela donne f1(t) + 0+ f3(t) = 0 et donc forcément Vi € [—1,0[, f3(t) =0+ f1(0) = (



2.3 projecteurs associés 4 une décomposition 2 SOMME DE N SOUS-ESPACES VECTORIELS

dou|fs:[-1,+1 — R

0 sit>0
t —
{f(t) — f(0) sinon

ii) Partie Synthése:(On vérifie si la décomposition trouvée marche ou pas)
Soit f € F.
On considére les fonctions f1, fo et f3 définies comme ci-dessus.
On a:

i) fi € Fy car c’est une fonction constante sur [—1, + 1]

ii) fo € Fy car fo est continue sur [—1, + 1] (en effet on a bien la continuité a gauche et a
droite en 0) et de plus Vi < 0, fo(t) =0

iii) f3 € F3 pour des raisons analogues
iv) f=f1+ fo+ f3 car
=Vt >0, f1(t) + fo(t) + f3(t) =
= f1(0) + f2(0) + f3(0) =
= V<0, f1(t) + fot) + f3(t) =
Ceci prouve que Vf € E,J(f1,f2,f3) € F1 X Fo X F3, f = fi+ fa+ f3
On a donc montré que ‘ E=FN®FRd Fg‘

.

2.3 projecteurs associés a4 une décomposition

— De méme que lorsque 'on avait la décomposition £ = F} & Fy, nous avions introduit p; la projection
sur Fy parallélement & F5, et po la projection sur Fb parallélement a F} de la maniére suivante

pm:E=F&F — FE et po: E=F&®F, — FE
=7 +Ty — I =7 +Ty — Zo

et avions montré que
prtpe=idg  piop2=0 prop1 =0
n
— Lorsque 'on a la décomposition E = € F; nous allons également considérer une famille de projecteurs
i=1
associés.

exemple avec n = 3
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2.3 projecteurs associés 4 une décomposition 2 SOMME DE N SOUS-ESPACES VECTORIELS

{g théoréme 4:

n
Soit une somme directe: E = @ F;.
i=1
Notons G; la somme directe G; = é /7
je{1,...,n}—{i}
i) On a alors E = F; & G;
ii) Pour tout 7 € {1,...,n}, on note p; le projecteur sur F; parallélement a G;.
Alors: | p1+---+p, =idg et V(i #j) piop; =0

Rappel: comme F; ® G; = E cela a bien un sens de parler de la projection sur F; parallélement a G;

( .

/Oexemple 6: un exemple trés simple dans R3

Soit E = R3.

On note F; = {(x,0,0)|x € R}, , F» = {(0,9,0)|y € R} et F3 = {(0,0,2)|z € R}

— Par définition, on a
Fi+Fy+ F3 = {(2,0,0)+ (0,4,0) + (0,0,2)|z € Ry € R,z € R} = {(2,9,2)|z € Ry € R,z € R} = R?

— La somme Fj + F5 + F3 est clairement directe car tout vecteur de R® s’écrit de maniére unique
comme la somme de trois vecteurs de Fy, Fy et F5. ((z,y,2) = (2,0,0) + (0,y,0) + (0,0,2))
— Notons G1 = Fy, @ F35, Go=F ®F3et G3=F & F,
On a:
- G =F® F3={(0,,0)+ (0,0,2)|y € R,z € R} = {(0,y,2)|y € R,z € R}
- Gy =F & F3 ={(2,0,0) + (0,0,2)|x € R,z € R} = {(2,0,2)|z € R,z € R}
- G3=F & Fy = {(2,0,0) + (0,y,0)|x € Ry € R} = {(z,y,0)|z € Ry € R}
— On remarque que F; @ G = R3, ainsi que F» @ G2 = R3 et F3 ® G5 = R3.
Ceci est une propriété générale comme 'indique le théoréme

— Notons p; la projection sur F; parallélement & G

On adonc|p;: R® — R3 pr: RP — R3 p3: R® — R3
(r,y,2) — (2,0,0) (z,y,2) — (0,y,0) (z,y,2) — (0,0,2)

— On remarque que pj + p2 + p3 = idgs.

En effet, pour tout (v,y,2) €R3, on a

(p1 + p2 + p3)(z,y,2) = p1(x,y,2) + p2(z,y,2) + p3(x,y,2) = (2,0,0) + (0,y,0) + (0,0,z) = (z,y,2)
— On remarque que py ops =paop3 =pgopir =p2opr =p3opz =p1ops =0.

En effet, pour tout (z,y,2) € R®, on a

(pl Opz)(IE,y,Z) =D1 (pQ(x’yaZ)) =D (O,y,O) = (07070)

(p2 Op3)(x7yvz) :pg(pg(x,y,z)) = p2(070,2’) = (07070)

— ces deux derniers points sont des propriétés plus générales comme l'indique le théoréme
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3 FAMILLE QUELCONQUE DE VECTEURS

3 Famille quelconque de vecteurs

g N\
gf définition 4: combinaison linéaire

Soit F est une famille finie ou infinie de vecteurs de F. ,
On appelle combinaison linéaire de vecteurs de F toute somme de la forme > Ap.Zx ol p est un

k=1
entier quelconque non nul, (A, ...,\,) une suite finie de scalaires, et (Z1,...,Z,) une suite finie de

vecteurs de F
rem: une combinaison linéaire de vecteurs est donc toujours une combinaison avec un nombre fini de
\ ! termes )

Vdéﬁnition 5: famille génératrice infinie b
Soit F une famille infinie de vecteurs d’un espace vectoriel E.

On dit que la famille F est une famille génératrice de E lorsque E = vect(F)

cad F est une famille génératrice de E lorsque tout vecteur & de E peut s’écrire comme une combi-
naison linéaire de vecteurs de F.(cette décomposition n’étant pas forcément unique)

cdd

Vi€ E,3p eN*,3(\,... ) €KP,3(Z1,...,3p) € FP tels que T =D \i &

G =1 )

-
ng définition 6: famille génératrice infinie

Soit F = (#;);cs une famille infinie de vecteurs d’un espace vectoriel E.

On dit que la famille F est une famille génératrice de F lorsque E = vect(F)
cad F est une famille génératrice de E lorsque tout vecteur & de E peut s’écrire comme une combi-

naison linéaire de vecteurs de F.(cette décomposition n’étant pas forcément unique)
cad

p
Ve E,Ip e N3\, .. ) €KP, 3 (i, ... ip) € IP tels que =Y A,
k=1

méthode 1: comment montrer qu’une famille F est génératrice de F
< On montre que tout vecteur de E s’écrit comme une combinaison linéaire d’élements de la famille F

(" .. o4 s A
,Oexemple 7: combinaison linéaire de polyndémes
Soit E = R[X] muni des lois usuelles. On considére la famille infinie F = (X*)cn.

o0
— Y X" n’est pas une combinaison linéaire de vecteurs de F

k=0
10000
— 2X2017 35 4 X3 et 3 X% sont des combinaisons linéaires de la famille F
k=0

— Une combinaison linéaire de vecteurs de F n’est rien autre qu'un polynéme de R[X]

— Réciproquement, un polyndéme de R[X] est une combinaison linéaire de vecteurs de F,
car un polynéme est par définition une somme d’un nombre fini de monoémes.

La famille F = (X*)pen est une famille génératrice de K[X] car tout élément de K[X] s’écrit bien

L comme la combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments de F. )
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3 FAMILLE QUELCONQUE DE VECTEURS

EOexemple 8:

La famille (Zy)ren avec T, = (1,k) est-elle une famille génératrice de R?? ]

L’ensemble des fxs

EOexemple 9:

(fp)pen ot fp, : & = cos(px) est-il une famille génératrice de £ = C*°(R,R)? j

définition 7: famille libre cas d’une famille infinie
Soit F une famille infinie de vecteurs de E.

La famille F est dite libre lorsque toute sous famille finie de F est libre,
sinon la famille F est dite li¢e.

(la famille F est donc liée lorsqu’il existe (au moins) une sous famille finie de F qui est liée)
remarque 1

autrement dit, la famille infinie F est liée lorsque

(A1, 0) # (0, ...,0)
il existe p € N*, (A1,...,\p) € KP et (Z4,...,%p) € FP tels que < et

et la famille F = (¥;);er est liée lorsque

il existe p € N*, (A1,...,Ap) € KP et (%;,,...,7;,) € FP tels que

Oexem le 10:
/ p

La famille de polynomes (P,),en définis par P, = (X + p)?0%0 est-elle une famille libre de polynomes? j
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3 FAMILLE QUELCONQUE DE VECTEURS

théoréme 5: un théoréme trés pratique
On a I’équivalence:

F = (&;)ien est une famille libre <= pour tout p € N, la famille (Zo, ...,Z),) est libre

démo

théoréme 6: cas d’une base de cardinal infini
Il y a équivalence entre
i.) B = (%;)ien est une base de E

N
ii.) V&€ E,3AN e N,3! (\g,... . A\n) € KN Z = 3 Ny
=0

théoréme 7:
Si F = (P,)nen est une famille de polynomes de K[X] telles que pour tout n € N, deg(P,,) = n,
alors F est une base de K[X]

rem: on en déduit directement grace a ce théoréme que la famille F = ((X + 2)
de R[X]

2022) N est une base
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