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1 Injection, surjection, bijection (rappels) V124

déﬁnition 1:

Soient E et F' deux ensembles et f une application de £ — F'.

i) On dit que f est surjective lorsque tout élément de F' posséde au moins un antécédent (par f).

mathématiquement cela s’écrit ‘Vy e F,Ax € E,y = f(x) ‘

et cela signifie que

‘ pour tout y € F fixé, I'équation y = f(z) posséde au moins une solution‘

ii) On dit que f est injective lorsque tout élément de F' posséde au plus un antécédent (par f).

mathématiquement cela s’écrit |V(x1,22) € E?, (f(z1) = f(22) = 71 = 1)

et cela signifie que

‘pour tout y € F fixé, ’équation y = f(z) posséde au plus une solution‘

iii) On dit que f est bijective lorsque tout élément de F' posséde un unique antécédent (par f).

mathématiquement cela s’écrit |Vy € F, 3!z € E,y = f(x) ‘

et cela signifie que

pour tout y € F fixé, I'équation y = f(x) posséde une unique Solution‘

rem: il est équivalent & dire que f est injective lorsque |V(z1,22) € E?, (21 # 22 = f(x1) # f(22))

méthode 1: comment montrer qu’une application est surjective
Soient E et F' deux ensembles et f une application de £ — F'.

1. On se fixe y € F quelconque, et on montre que 'équation y = f(z) posséde au moins une
solution

. Dans le cas ou f est une application linéaire, on sait que 'on a I’équivalence
2. D | t licat | , t I’ I 1

’f surjective ssi Im(f) = F‘

si de plus, E est un ev de dimension finie, on sait que ’on a 1’équivalence

’f surjective ssi rg(f) = dimF‘
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méthode 2: comment montrer qu’une application est injective
Soient E et F' deux ensembles et f une application de £ — F'.

1. On considére (z1,72) € E? tel que f(x1) = f(x2) et on montre que 1 = 2
2. Si f est strictement monotone alors on peut affirmer directement que f est injective
3. Dans le cas ou f est une application linéaire, on sait que 1’on a 1’équivalence

f injective ssi ker(f) = {0}

(@ A . . . .
@ théoréme 1: application réciproque
Soient E et F' deux ensembles et f une application de £ — F.
Il y a équivalence entre
i) f est bijective
e =id
ii) il existe une application g : F — E telle que feog ‘ F
gof =idp
9 Dans ce cas, g est aussi une application bijective et est appelé ’application réciproque de f
-
‘exemple 1:
A Paide du théoréme précédent, il est facile de montrer que la fonction [th: R — | —1,+1]
T —T
r — ¢

et +e %

est une application bijective de fonction réciproque |g:]—1,+ 1] — R
1 14z
x — —.Iln
2 11—z

-

méthode 3: comment montrer qu’une application est bijective
Soient E et F' deux ensembles et f une application de £ — F'.

1. On se fixe y € F quelconque, et on montre que 1'équation y = f(x) posséde une et une seule
solution. (soit en la résolvant, soit en utilisant le théoréme de la bijection)

2. Dans le cas ou F et F sont deux sev de méme dimension finie et f une application linéaire, on
sait que 'on a les équivalences

f bijective ssi ker(f) = {0} ssi 7g(f) = dim F ssi det(f) # 0 ssi I'image d’une base. ..
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(@ Ao Ao ce .

'theoreme 2: théoréme de la bijection

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue et strictement monotone.
Alors:

1. J = f(I) est un intervalle
2. f réalise une bijection de I sur J = f(I)
3. la fonction réciproque f~!:J — I est continue et de méme sens de variation que f

4. si de plus f est dérivable sur I et que sa dérivée ne s’annulle pas alors f~! est dérivable sur J

9 -1\ _ 1
et 'ona (f7") = o T
interprétation géométrique:
o La courbe représentative de f~' est symétrique de la courbe représentative de f par rapport a
la premiére bissectrice
e la pente de la tangente & courbe représentative de f~' au point (f(xq),r0) est linverse de la
pente de la tangente a la courbe représentative de f en (xo,f(x0))

J

(‘exemple 2: R et | —7/2,7/2] sont en bijection
o [ =] —7/2,7/2[ est un intervalle
e La fonction tan est continue et strictement croissante sur I
e Par le théoreme de la bijection, on peut affirmer que
i) J = f(I) est un intervalle et f(I) = f(]—m/2,+m/2]=] _175121+ tan, lim tan[=]—o0o0,+o0[=R

—7/2~

ii) tan réalise une bijection de I =] — w/2,7/2[ sur J =R )

théoréme 3:
la composée de 2 bijections est encore une bijection
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Ensembles finis

-

déﬁnition 2:

On dit qu'un ensemble E est fini,

ou qu’il posséde un nombre fini d’éléments,

lorsqu’il existe un entier naturel N non nul

et une bijection ¢ de [1,N] — E.

Dans ce cas, on dit que N est le cardinal de F,

on note N = card(E) = {F = |E|

On convient que [’ensemble vide a pour cardinal zéro: c’est le seul ensemble de cardinal nul.

J

remarque 1

e Un ensemble fini est donc un ensemble pour lequel on peut numéroter(ce qui revient a les compter)
ses éléments avec un indice décrivant un intervalle d’entiers du type [1,N]

e Sicard(E) = n on peut décrire E sous la forme E = {xy|n € [1,N]} = (zn)nepi,n

e mais attention! un ensemble E qui s’écrit sous la forme E = {x,|n € [1,N]} ne posséde pas
forcément N éléments distincts!
exemple
lensemble E = {xy|n € [1,5]} ot x,, est défini comme étant le reste de le division euclidienne de
n par 8 est un ensemble qui ne posséde que 3 éléments (distincts)
En effet: x1 = x4 = 1,00 = x5 =2 et x3 =0 et donc E ={0,1,2}

théoréme 4: se généralise avec la formule de Poincaré(cf. exo)
card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A N B)
et dans le cas particulier ot A et B sont disjoints, on a card(A U B) = card(A) + card(B)

-

théoréme 5:
Deux ensembles finis de méme cardinal sont en bijection

remarque: nous allons voir que deur ensembles infinies ne sont pas forcément en bijection et
également que deux ensembles infinis peuvent étre en bijection méme si ['un est strictement inclus
dans Uautre! )

démo:
Soient F; et E9 deux ensembles finis de cardinal V.
On sait alors que

e il existe une bijection ¢ de [1,N] — E;
e il existe une bijection ¢ de [1,N] — E»

Comme 'application réciproque d’une bijection est encore une bijection et que la composée de deux bijec-
tions est toujours une bijection, on peut affirmer ¢ o gbfl est une bijection de F; — F»
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théoréme 6: cardinal de I’ensemble des parties d’un ensemble fini
Soit F un ensemble fini de cardinal N.

On note P(E) 'ensemble des parties(=sous-ensembles de E).

P(E) est un ensemble de cardinal fini et card P(E) = 2V

3 Ensembles dénombrables
Les ensembles N, Z, @Q, R, C sont des ensembles infinis .
Sont-ils en bijection pour autant?

La réponse est NON!

déﬁnition 3: ensemble dénombrable

| Un ensemble E est dénombrable lorsqu’il existe une bijection de N — FE

remarque 2

e E est un ensemble dénombrable lorsqu’il existe une bijection ¢ telle que E = {¢(n)/n € N} avec
les ¢(n) distincts 2 a 2. (plutét que d’utiliser cette notation, on utilise la notation indicielle)
E est donc un ensemble dénombrable lorsque I'on peut écrire E = {z,/n € N} avec
les z,, distincts deux a deux ou E = {z,/n € N*} avec les xz,, distincts deux a deux

proposition 1

1l y a équivalence entre:
1. il existe une bijection de N sur E
2. il existe une bijection de F sur N

On pourra donc dire dans ce cas que E et N sont en bijection
(ou encore il existe une bijection entre E et N)

démo En effet:
. , car si ¢ est une bijection de N sur E alors ¢~ est une bijection de E sur N.
o , car si ¢ est une bijection de E sur N alors ¢~—1 est une bijection de de N sur E.

[‘exemple 3: ensembles dénombrables remarquables (a retenir)
1. N est dénombrable! en effet idy : N — N est une bijection

2. N* A noter que N et N* sont en bijection
alors que N a clairement un élément de plus que N* ;-)

I'ensemble des nombres pairs E = {2n/n € N} est dénombrable
I'ensemble des nombres impairs F = {2n + 1/n € N}
I’ensemble des entiers relatifs Z est dénombrable

I’ensemble des couples d’entiers naturels N x N

NS Tk W

I’ensemble des rationnels Q
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-
‘exemple 4: R n’est pas dénombrable!...et [0,1] non plus!

Grace au procédé de Cantor, on montre que l'intervalle [0,1] n’est pas dénombrable!
(et donc R n’est pas dénombrable non plus (cf. hypothése du continu)

@ dire qui ne se termine pas par une suite infinie de 9’)

Dans la démonstration, on utilise le fait que tout réel posséde un développement décimal propre (c’est

J

Supposons qu’il existe une bijection ¢ : N — [0,1]

¢(0) = 0,15824578268245878966 . . .
¢(1) = 0,25248795326878911452 . . .
®(2) = 0,124784414141115768 . ..
@(3) = 0,22222222222222222222. . . .
¢(4) = 0,98968962151573268 . . .
#(5) =0

¢(6) = 0,100000000000000000000. . .
¢(7) =0
#(8) =0

,30252012456325892345 . ..
,1212121212121212 . ..

,(87852544100214588569 . . .

Considérons le réel 0,

Par construction, le réel ci-dessus n’est pas un réel du type ¢(n) avec n € N.
Ceci prouve que ¢ n’est pas surjective:

Contradiction!

Conclusion: il n’existe pas de bijection entre N et [0,1[‘
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4 Rappels classiques de dénombrement V127

. . )
déﬁnitlon 4: p—liste ou p—uplet
Sorc FE un ensemble de cardinal fini n > 1 et p > 1 un entier.
On appelle p—liste d’éléments de E (ou encore p—uplet) tout élément de EP
exemple:
Si E ={1,3,5} il y a neuf 2—listes, a savoir
(L1) (1,3) (15) (31) (33) (35) (51) (53) (55)
et vingt-sept 3—listes, a savoir
(1,1,1) (1,1,3) (1,1,5) (1,3,1) (1,3,3) (1,3,5) (1,5,1) (1,5,3) (1,5,5)
3,1,1) (3,1,3) (3,1,5) (3,3,1) (3,3,3) (3,3,5) (3,5,1) (3,5,3) (3,5,5)
L (5,1,1) (5,1,3) (5,1,5) (5,3,1) (5,3,3) (5,3,5) (5,5,1) (5,5,3) (5,5,5) )
(a )
Y théoréme 7:
Soit F un ensemble de cardinal fini n > 1 et p > 1 un entier.
L Le nombre de p— listes de F est n? (on a card(EP) = (card(E))P) )
schéma
~ .. N
déﬁnltlon 5: p—arrangement
Soit E un ensemble de cardinal fini n > 1 et 1 > p > n un entier.
On appelle p—arrangement de E toute p—liste d’ elements de F deux a deux distincts
exemple:
Si B ={1,3,5} il y a six 2—listes, a savoir
A) (1L3) (15) (3.1 (33) (35) (51) (53) (55)
et six 3—listes aussi, a savoir
O+1) (53] (L5 (31 (:33] (135 (51 (1,53) (155)
BET) (353 (315) B3t (333] (335) (351) (3:53] (355)
L (5 (513) (55 (631) (533 635 (552 658 (5557 )
(a N
'théorérne 8:
Soit F/ un ensemble de cardinal fini n > 1 et 1 < p < n un entier.
Le nombre de p—arrangement de E est ( )i (on le note parfois A}, mais HP)
n—p)!
Précision:
Dans le cas particulier d’un n—arrangement, on parle aussi de permutation.
9 1l y a n! permutations d’un ensemble de cardinal n )

schéma explicatif
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déﬁnition 6: p—combinaison

Soit E un ensemble de cardinal fini n > 1 et 1 < p < n un entier.
On appelle p—combinaison de E toute partie(=sous-ensemble de E) a p éléments
exemple:
Si B = {1,357} il y 6 parties a deuz éléments, a savoir
{1.3p  {u5p {17 {35 {37 {57}
et 4 parties a 3 éléments, a savoir
\_ {17375} = ﬁ {17377} = @ {17577} = @ {37577} = {T}
P
Y théoréme 9:
Soit E un ensemble de cardinal fini n > 1 et 1 < p < n un entier.
|
Ilya (n) SR L (lire "p parmi n") parties de E a p éléments
p)  pin—p)!
N
(a 222 . q .
théoréme 10: propriétés des coefficients binomiaux
Lorsque les coefficients ci-dessous ont un sens, on a
n\ _(n) _ n\ ([ n \ _ n\ ([ n \ _ nn-1)
C0)-G) - (0)-GE) - ()=
g R
p n—p
S8 (Z) + <p :ﬁ 1> = (Zi i) (triangle de pascal)
n
4. Y(ab) €C,(a+b)" = (”) PP
p=0 \P
remarque:
tres souvent, par convention, lorsque p > n on pose (Z) =0
1l faut aussi savoir redémontrer les formules suivantes:
P
e Formule de Vandermonde ) (n) ( m > = (n+m>
=0 \k/ \p—Fk p
° pourl<p<nonap<n> :n<n1>
p p—1
-
démo
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['théoréme 11:

| Si E est un ensemble de cardinal fini n alors card P(E) = 2"

démo:
Pour tout p € [0,n], notons E, le nombre de sous-ensembles de E & p éléments

p=n
Comme P(E) =EyUE1UEyU---UE, = |J Ep, et que les E, sont disjoints deux a deux,

p=0

n
on sait que card(P(E)) = > card(E))
p=0

Or on sait également que card(E),) = (Z)

Ainsi card(P(E)) = péo (”) D (Z) PP = (14 1) = 27

p p=0

(‘exemple 5:

1. Déterminer le nombre de numéros de téléphone commencant par 06

distincts

0,1,1,1,2,2,3,3,4,6

2. Déterminer le nombre de numéros de téléphone commengant par 06 et composés de 10 chiffres

3. Déterminer le nombre de numéros de téléphone commencant par 06 et composés des chiffres

J
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5 Tribu (V125)

5.1

On rappelle que:

Opérations avec un nombre fini d’ensembles (rappels)

i) © désigne un ensemble appelé univers.

ii) Il est d’usage en probabilités de noter w un élément quelconque de 'ensemble Q@ (plutot que x).

iii) Les sous-ensembles de €2 sont notées a 'aide d’une lettre majuscule: 4, B, ...

On a les définitions suivantes:

cewcAe=uw¢gA

we€EAUB<«—=wecAouweB

weEANB+—=wecActweB

weAUAU---

weANAN--

UAy < Jj € [1,N],w € 4;

‘NAN < Vj € [I,N],w € Aj

(A = complémentaire de A)

(union d’une nombre fini d’ensembles)

(intersection d’une nombre fini d’ensembles)

(a :
'théoréme 12: Lois de De Morgan (Rappel)
i) Soient A et B deux ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités)

A=A AUB=ANB ANB=AUB
A

siAC Balors BC A

ii) Soient A, B et C trois ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités)

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO) AUu(BNC)=(AUuB)N(AUC)

iii) Soient (A;)i1<j<n un nombre fini d’ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités).

On a

= A; ngﬂ

NAN

C=
G
[
)=
>>\

AiUAsU---UAN =

<
I

—
<
Il

—_

Aj =4

UAsU---NApN

-
2>
[

-

AiNAsN---NAN =

1

<
Il
—_

J

Bﬂ(AlLJAQU UAN BﬂAl UBQAQ)UU(BQAN)

BU(AlﬂAgﬂ-“ﬂAN BUAl ﬂBUAQ)mm(BUAN)
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5.2 Opérations avec un nombre dénombrable d’ensembles

= . . . . .
déﬁnltlon 7: intersection ou union dénombrable
Soit € un ensemble(=univers) et soit (A, )nen une suite de sous-ensembles de €2

1. On note |J A, l'ensemble des éléments de €} qui appartiennent au moins a un ensemble A,,.
neN

Ainsi:

we | A<= 3IneN, telquew € 4,
neN

2. On note () A, l'ensemble des éléments de  qui appartiennent a tous les ensembles A,,.
neN

Ainsi:

we | An<=VneNuweA,

neN
o J

remarque 3 (avec le vocabulaire probabiliste)
e we |J A, < au moins un des événements A,, est réalisé
neN

e we (| A, < tous les événements A,, sont réalisés
neN

remarque 4 (unification des définitions)

Soit I un ensemble d’indices fini ou dénombrable.
On a

ol weNAi<=Viel,weAi cad |NAi={weQ|Viel,we A}
iel iel

elwe A<= Ticel,we A cad |JAi={weQ|Tiel,we A}
icl i€l

(. . 1 N
‘exemple 6: On considére 2 =N
Dans les quatre cas suivants, indiquer ce que valent |J A, et () A,
neN neN
1. 4, = {n} 3. A, ={0,1,2,...,n} = [0,n]
9 2. A, ={nn+1} 4. Ap={nn+1n+2n+3,...} ={p =>nlpe N} )

Serge Lemarquis 12



13

('théoréme 13: Loi de De Morgan h
Soit (Ap)nen une famille de sous ensembles de 2 et B un sous-ensemble de €2
1 Ap = U Tn ) U Ap = n Ap
neN neN neN neN
neN neN neN neN
rem: soulagés de constater que ce sont les mémes qu’avec un nombre fini d’ensembles!
e "Le complémentaire d’une union est l’intersection des complémentaires.”
S o "Le complémentaire d’un intersection est l'union des complémentaires” )
démonstration
On a les équivalences
welJAan=we | JAdne=WmeNwdd, «—=VneNweld, «—=we (|4,
neN neN neN
wel|JAe=IneNwed, <= meNwg A, < we ) A,
neN neN
weB[ (| 4An) = ¢t — < et < IneN,w e Bn4, < | J (B[ )4n)
neN
weB[J([) An) = ou —{ ou < Vn € N,w € BUA, < (] (B[ J4n)
neN

" IS VIENNENT DE
SUPPRIMER WA
“TAXT CARBONE
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5.3 tribu

(= .. . .
déﬁnltlon 8: axiomes des tribus

Soit 2 un ensemble non vide.
On dit qu’une partie 7 de P(2) est une tribu lorsqu’elle vérifie les propriétés suivantes :

i) QeT
ii) Si A € T, alors le complémentaire A € T ("stabilité par passage au complémentaire")

iii) Si (Ap)nen une famille d’éléments de T, alors |J A, € T ("stabilité par union dénombrable")
neN

o Une tribu est donc un ensemble de sous-ensembles de 2

o c’est a dire qu’une tribu est un sous ensemble de P ()

o Les éléments de la tribu sont appelés les événements

N\ J
. . N
théoréme 14:
Soit © un univers et T une tribu.
Alors:
1.0eT
2. Si (Ap)nen une suite d’éléments de T, alors (| A, € T ("stabilité par intersection dénombrabj
neN
3. T est stable par unions et intersections finies
A retenir: une tribu est un ensemble de parties de €2 qui contient I’ensemble vide et 2, qui
S est stable par complémentarité, et par intersection ou réunion finies ou dénombrables. >

démonstration
1. On sait que Q € T

et T est stable par passage au complémentaire
donc Qe T cad D e T

2. Soit (Ap)nen une suite d’éléments de 7
Soit n € N

comme A, € T et T est stable par passage au complémentaire, on a A,, € T
Comme Vn € N, A,, € T et que T est stable par union dénombrable, ona B= |J A, € T

neN

et donc B € T, car T est stable par passage au complémentaire

On a bien montré que 7 est stable par intersection dénombrable

Serge Lemarquis 14

le!l)



15

3. Soit N € N et (A,)ocn<n une famille finie d’éléments de T

Pour tout n € N nous allons poser

SN
3
I
—
S
3
@ @
I O

VA
=
+

On constate que Vn e N, B, € T

Comme T est stable par union dénombrable, on peut dire que |J B, € T

neN
N N
Or U B,=UB.=U 4,
neN n=0 n=0
N
On a prouvé que |J A, €T
n=0
et donc T est stable par union finie
4. Soit N € N et (Ay,)o<n<n une famille finie d’éléments de T
Pour tout n € N nous allons poser
A, si0<n<N
C, =
Q sin>N+1

On constate que Vn € N,C,, € T

Comme T est stable par intersection dénombrable, on peut dire que (| C, € T
neN

Or (1 Coz () Co= (] A,

neN n=0 n=0

N
On a prouvé que (| A, €T
n=0

et donc T est stable par intersection finie

remarque 5 (vocabulaire)

e Un singleton {w} est appelé un événement élémentaire.

e [’événement A est appelé I'événement contraire de I’événement A

e [’événement () est appelé I’événement certain,

e ['événement () est appelé I’événement impossible.

e deux événements sont dit incompatibles lorsque leur intersection est I’ensemble vide.
cad

A et B incompatibles < AN B = () <= A et B sont disjoints

e On dit que la famille d’événements (A;);cr est une famille d’événements incompatibles deux a
deux lorsque Vi # j, AiNA; =0
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