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ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Dans ce chapitre, F/ désignera un espace vectoriel sur R de dimension finie ou pas.
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Dans R? et dans R?, nous employons couramment le produit scalaire défini par .7 = ||Z||.||#]]. Cos(zj,?g’)
Il s’agit d’un produit scalaire particulier que l'on appelle le produit scalaire usuel sur R? ou R3
Dans ce polycopi€, nous allons donner une définition de produit scalaire plus générale qui nous permet-

tra d’effectuer des produits scalaires emtre des polyndémes, entre des matrices ou entre des fonctions, ou
également entre des vecteurs de R™ avecn > 2/
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1 Espaces préhilbertiens réels

1.1 produit scalaire

-
W définition 1: forme bilinéaire
On appelle forme bilinéaire sur E toute application < .|. > définie sur E? — R telle que:
i) pour tout ¥ € E fixé, application | E — R est linéaire. [linéarité a droite|
¥y o— <Xy >
On note parfois cette application < Z,. >
ii) pour tout § € E fixé, Papplication | E — R est linéaire. [linéarité a gauche]
T — <Z,4>
On note parfois cette application < .,/ >
(| rem:ona déja vu que le déterminant était une application blinéaire sur R? )

remarque 1 (régle de calcul)
Par bilinéarité, on peut ’développer’:
<aZ+bjcZ+dt >=a < T,cZ+dt > +b < §,cZ+dt >
=a(c<ZZ>+d<Tt>)+c(<yzZ>+d<yt>)

—»

=ac<Z,Z7>4ad < Tt > +bc < §,Z> +bd < 7,t >
et d’une maniére plus générale
< ZA xlvz:u]yj >= ZZ)\MM] < :El?yj
=1 j=1

On aura aussi
Vie ENye E, <Z,0>=<0,f >=0

on retiendra que "le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur"

/Oexemple 1:
Soit I = [a,b] un segment de R. On note £ = C°(I,R).
On considére application | <, > Ex EF — R

o) — [10= [ 10
Grace a la linéarité de I'application £ — R (on dit rapidement "la linéarité de 'intégrale"),
f— [
on va pouvoir prouver que < , > est une application bilinéaire sur E. En effet:
i) linéarité a droite: soient (f,g1,92) € E3 et A € R,

< [,Ag91 + g2 >=/f-(>\91 +92):/AfglJrngZ)\/f91+/f92=)\<f791 >+ < f,g2 >
I I I I
ii) linéarité a gauche: soient (f1,f2,9) € E® et VA € R,

<>\f1+f27g>=/I()\fl+f2)-9=/]/\f19+f29=>\/1f1g+/1fzg=A<f1,9>+<f27g>
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définition 2: produit scalaire

On dit que < , > est un produit scalaire sur E lorsque:

i) <, > est une forme bilinéaire sur E.
) <, > est symétrique: V(Z,9) € E?, < &5 >=< §,¥ >
iii) <, > est positive: VZ€ FE, <ZZ>>0

iv) <, > est définie: VZe€ E, (< 7 >=0+= 7 =0)

i

remarques:
— Attention! le terme définie n’a ici aucun rapport avec ’ensemble de définition.

— Suivant les ouvrages, le produit scalaire des vecteurs & et i sera noté < Z,ij > ou ®(Z,7) ou
(Z|Y) ou plus simplement Z.¢/

RN =0+ <ZZF>=0
— Les points iii) et iv) signifient encore que ¢ _ L ) . )
L T# 0= < Z,7>>0 (inégalité stricte) y
(. ABnBnE o . ! . 1 )
définition 3: espace préhilbertien réel, espace euclidien
— On appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire.
On le note (E, <, >).
— On appelle espace euclidien tout R-espace vectoriel ¥ de dimension finie muni d’un produit
L scalaire. On le note (E, <, >). )
q A )
théoréme 1:
Soit p: B x E — R.
S Si ¢ est linéaire & gauche et symétrique alors ¢ est bilinéaire )

/Oexemple 2: Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses?

Soit (E, <, >) un espace préhilbertien réel. On considére ¢ et Z’ deux vecteurs de E.
i) S'il existe Z € E tel que < Z,§f >=< &,Z > alors § = 2
ii) Sipour tout ¥ € F on a < &,j >=< #,Z > alors § = 2.

/Oexemple 3: produit scalaire sur ’ev des fonctions continues sur un segment

Pour toutes fonctions f et g de C%([a,b],R), on pose < f,g >= f[a b fg

1. Montrer que < , > est un produit scalaire sur C%([a,b],R).
2. (C%Ja,b],R), <, >) est-il un espace euclidien?

%méthode 1: arguments souvent utilisés pour justifier le caractére défin:

— Une somme de carrés de réels est nulle ssi chaque terme est nul

— Une somme de termes positifs est nulle ssi chaque terme est nul

— Un polynéme est le polynéme nul ssi il posséde une infinité de racines

— Un polyndéme de degré n > 1 posséde n racines comptées avec leurs multiplicités

— Si un polynéme de degré au plus n possédent n + 1 racines distinctes alors c’est le polynome nul

— Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I. On a I’équivalence

/ f(t)dt =0 <= f est identiquement nulle sur I
I

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On a ’équivalence
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/Oexemple 4: trés important: produit scalaire canonique sur R”
Pour tous & = (z1,...,x,) et ¥ = (y1,...,yn), ON pose

n
<Ly >= Zwkyk: =T1y1 +T2Y2 + -+ TpYn
k=1

Alors, <, > est un produit scalaire sur R™. C’est celui que ’on utilise usuellement.

Notamment:
1. sur E=R2?, le p.s.u. est < (x1,22),(y1,52) >= 21y1 + T212

2. sur E=R3, le p.s.u. est < (x1,22,23),(y1,Y2,y3) >= T1y1 + T2Yy2 + T3Y3

Remarque:
— il est d’usage d’identifier R™ et [’espace des matrices unicolonnes correspondant,
1
c’est a dire que l'on identifiera le vecteur (1,2,3) et la matrice | 2
3

— de méme il est d’usage d’identifier [’ensemble des matrices monocoefficients M1 (R) a R,
c’est a dire que l’on identifiera la matrice (4) avec le réel 4

— avec ces usages, on peut alors écrire avec le produit scalaire usuel

2 1
<(1,2,3),2,-11)>=3=(3)=(1 2 3)[-1|="[2].]|-1
3

/Oexemple 5: un autre produit scalaire sur R?
Méme si I'on travaille le plus souvent avec le produit scalaire usuel, il est possible de munir 1’espace
vectoriel R? d’autres produits scalaires!
Par exemple, il est aisé de vérifier que 'application ci-dessous est un produit scalaire sur R?!

<, > R? x R? — R
(@ = (z1,22),¥ = (y1,y2)) — z1y1 + 22212

Pour ce produit scalaire, le monde a une autre allure!
En effet, les vecteurs (1, — 1) et (1,1) ne sont plus orthogonaux mais (1, — 1) et (2,1) le sont!

/Oexemple 6:
Soit n > 1 un entier fixé.
Pour tous polynémes P et @ de R,[X], on pose < P,Q >= P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2)
1. Montrer que <, > n’est pas un produit scalaire sur R3[X]
2. Montrer que < , > est un produit scalaire sur Ry[X]

3. Déterminer I'ensemble des polynomes P de Ry[X] qui vérifient < P, X? — X >= 0.
Cet ensemble est-il un sev? et si oui de quelle dimension?

/Oexemple 7: un exemple juste destiné a revoir une formule!
Soit n > 1 un entier fixé.

Pour tous polynémes P et @ de R,[X], on pose < P,Q >= >_ P(k)(O).Q(k) (0)
k=0

Justifier que <, > est un produit scalaire sur R, [X]
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/Oexemple 8: produit scalaire sur M, (R) (& savoir refaire)
Pour toutes matrices A et B de E = M,(R), on note ¢(A,B) = tr(*A.B)
1. Montrer que ¢ est bilinéaire et symétrique
2. Montrer que ¢(A,A) = Z:l Z a”
i=1j=
3. En déduire que ¢ est un prodult scalaire sur M, (R)
4. Déterminer ’ensemble des matrices qui sont orthogonales a la matrice identité.
Vérifier qu’il s’agit d’'un sev. Quelle est sa dimension?
demonstration:
1. — Soient (A,B) € E?.
On a ¢(B,A) = tr(!BA). Or tr(*!M) = tr(M) et '(MN) = 'N'M et '({(M)) = M),
d’o ¢(B,A) = tr(!(*BA)) = tr(*A(!B)) = tr(*AB) = ¢(AB)
donc ¢ est symétrique.
— Soient (A,B,C) € E3 et A € R.
Gr a la linéarité de application trace, on peut écrire ce qui Ssuit:
H(ANB +C) =tr(!AAB + C)) = tr(NAB +tAC) = Mr(*AB) + tr(*AC) = A\¢(A,B) + ¢(A,C)
donc ¢ est linéaire a droite
— Comme ¢ est symétrique et linéaire & droite, on peut affirmer que ¢ est bilinéaire
2. Soit A = (aij) cF.
Notons B =14 = (b;;) et C ='AA = (c;;). On a b;j = a;i
D’apres la formule du produit matriciel,

on acy = Y, biag; = Y agag; et donc tr(C) = E Cii = Z Z az,.
k=1 k=1 i=1k=1

On trouve bien la formule annoncée: tr(!tAA) est egale a la somme des carrés des coefficients de
la matrice A.

3. — ¢ est clairement positive
La formule précédente montre que ¢(A,A) est la somme de carrés de nombres réels, c’est
donc la somme de nombres postifs ou nuls, c’est un nombre positif ou nul.

— ¢ est définie
n n
Soit A € E tel que $(A,A) =3 Z = 0. On sait qu'une somme de termes positifs est
i=1k=

nulle ssi chacun des termes est nul, c’est a dire ici Vi, Vk, azi =0, c’est a dire ssi tous les
coefficients de A sont nuls, donc A =0

/Oexemple 9: a traiter une fois le chapitre achevé
On considére I'espace euclidien ci-dessus (E = M, (R),¢)
On note A, [resp. S| 'espace vectoriel des matrice antisymétriques |resp. symétriques| d’ordre n
1. Montrer que M, (R) =S, & A,, et que S, et A,, sont orthogonaux
2. Déterminer la projection orthogonale d’'une matrice B € E sur l'espace S,

o (12
Application: cas ot B = <3 4>

1
3. Montrer que d(B,S,) = §HB —! B|| pour tout B € E
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1.2 norme

Vdéﬁnition 4: norme (H.P.)
Soit N une application de E & valeurs dans RT.
On dit que N est une norme sur F lorsque:
i) VE€e E,N(&) =0 =0
ii) VZ € E,V\ € R, N(A\Z) = |\|.N(Z)
iii) V(Z,7) € E?, N(Z + %) < N(Z) + N(%)

une norme n’est pas une application linéaire. . .

théoréme 2: a démontrer aprés ’inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit (E, <, >) un espace préhilbertien réel.

— RT est une norme sur F.
— /< Z,T >

L’application | £
z

Soit (E, <, >) un espace préhilbertien réel.

V¥ € E,||Z]| = V< Z,Z >

— ||& — 9| s’interpréte alors comme la distance entre I et i,

définition 5: norme associée au produit scalaire, norme préhilbertienne

On appelle norme associée au produit scalaire, et on note ||.||, 'application définie sur E par

— et on appelle distance associée au produit scalaire < , > Uapplication|d : E*

17 — 4|

-

< . . .
{g théoréme 3: relations entre produit scalaire et norme

<, > étant un produit scalaire sur E, et ||.|| désignant la norme associée, on a:
i) Y(@9) € E%|E+ 117 = 1211° + |I71° + 2 < 2.5 >
i) W(Z.7) € B3I — 711° = |12 + 112 — 2 < 77 >
iii) V(Z,7) € E2,||Z + 9]|> + |17 — 4]|> = 2(||1Z]> + ||7]?) (identité du parallélogramme)
9 iv) V(Z,9) € E2||Z+ 7| — ||Z — 7]|> = 4 < &,§ > (identité de polarisation)
théoréme 4: Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit (E, <, >) un espace préhilbertien réel.
On a alors:
V(Z,9) € B |< 2§ >| < V< ZT >V/< gy > = ||]].17]]
avec égalité ssi T et ¢/ sont liés.
la valeur absolue du produit scalaire est majorée par le produit des normes
S et il y a égalités uniquement lorsque les vecteurs sont colinéaires
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démonstration de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz

1. Dans |le cas ou =0/,

justifier que pour tout vecteur 7 on a | < 7,5 > | = ||7]].||7]]

Si =0 et si Z est un vecteur de E, on sait que ||7]] = 0 et que < Z,§ >= 0.

On a donc bien I'égalité indiquée.

(et la famille (Z,7) est liée car une famille qui contient le vecteur nul est toujours liée)

2. On se place dans |le cas ol i # 0| et # € E quelconque fixés
On considére pout tout A € R, P(\) = ||7 + \g||?
(a) Montrer que P est un polyndéme de degré exactement deux a coefficients réels
En utilisant le bilinéarité du produit scalaire,
pour tout A € R on a P(A\) = ||[#]|2 A2 +2 < Z.4 > A+ ||7]|?
Comme ¢ # 0, on a ||7]| # 0, et donc P est bien un polynéme de degré exactement deux a
coefficients réels.

(b) Justifier que le discriminant de P est inférieur ou égal a zéro,
et en déduire que | < Z,5 > | < ||Z]].||7]|
On a pour tout A € R, ||Z 4+ Aj||? = 0, c’est a dire que le polynéme P ne change pas de signe
sur R: on sait que cela signifie que A < 0.
Or A = 4(< &7 >2 — @272 ()
On a donc prouvé que < Z,i >2< ||Z|%.||7]|%,
ce qui équivaut en composant par la fonction racine carrée qui est croissante &

< &g > | <|l]].17]

(c) Montrer que | < Z,i > | = ||Z]|.||y]| ssi (Z,7) est une famille liée
En utilisant la question précédente, on peut écrire les équivalences suivantes:
| <Zy>|=|[lZ][./I§l] <= A =0
<~ JNeR,P(N)=0
— INEeR,|[F+A\J||=0
— INeR,Z+Aj=0

<= (4,y) est une famille liée

remarque:
On a vu dans le chapitre "Algébre liénaire” que l'on avait I'équivalence

(Z,7) est une famille lite <= (7 =0 ou I\ € K, T = \.9)

démonstration du théoréme 2]
Soient Z et if deux éléments de E, et A un réel.

) |7 =0<=<ZZ>=0<= =0

i) [|AZ]] = V< AZAE > = /A2 < 2,2 > = |A\V< 2,7 > = |\.||7]]

iii)
12 + 91 = IZ]1° + [1g]]* + 2 < 2. >
— | — | — —1\2
< 2P + 19117 + 20121191 = (121] + [171)

et comme la fonction |/ est croissante sur R cela donne bien ||Z + ¢l| < ||Z]] + ||#]]
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/Oexemple 10:
On note E = R[X] muni du produit scalaire < P,Q) >= fol P(t)Q(t)dt

1. Justifier que I'application ci-dessus définit bien un produit scalaire sur £

2. En déduire que pour tout polynéme P € R[X] on a fol P(t)dt < \/fol P2(t)dt

/Oexemple 11:
1. Montrer que pour tout (a,b,c,d) € R*, on a donc |ab — cd| < Va2 + c¢2v/b? + d2
2. Montrer que pour tout (z,y,2,t) € R, (z + 2y + 3z 4+ 4t)2 < 30(2? + % + 22 + 12)
3. Montrer que pour tout A € M, (R),|tr(A4)| < v/n\/tr(*AA)

4. Montrer que pour toute fonction f continue sur le segment [a,b], on a \f; fl<Vb— a\/f; 12

2 Orthogonalité

Dans ce paragraphe, on considérera donné un espace préhilbertien réel (E, <, >).

W définition 6:

| i) On dit que les vecteurs Z et ¢ sont orthogonaux lorsque < Z,j >= 0

ii) On dit que les sous-espaces F' et G de F sont orthogonaux lorsque V(Z,§) € F x G, < Z,ij >= 0

/Oexemple 12: des exemples dans R?

Dans R? muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique (4,5,k)
1. les plans vect(i,;) et vect(j,k) sont-ils orthogonaux?
2. Combien y a t il de droites orthogonales & la droite A = Vect(;—i— j)’? Les déterminer toutes!

3. a désigne un parameétre réel.
On considére la droite D = vect(i + aj + k) et le plan P = vect(i + j,aj — k)
Déterminer a pour que D et P soient orthogonaux.

/Oexemple 13: avec le produit scalaire sur M, (R) de ’exemple

‘ . ) 1 0
1. Dans le cas o n = 2, déterminer les matrices B qui sont orthogonales & A = <2 _1>

2. Montrer que S2(R) et A3(R) sont deux sev orthogonaux.

/Oexemple 14: dans un espace de fonctions, qui formalise les séries de Fourier
Soit E = C?([0,27],R) muni du produit scalaire < f,g >= f[0,27r} fg.
Pour tout n € N, on note f,, : t — cos(nt)
Montrer la famille (fp)p>0 est une famille de vecteurs orthogonaux deux & deux.

~
théoréme 5:

| Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a tous les autres

- J

& . .. . )
{;} théoréme 6: une nouvelle maniére de justifier que deux sev sont en somme directe!

\I Si F et G sont deux sous-espaces orthogonaux alorsils sont en somme directe (cad F NG = {0}) y
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{g théoréme 7:
Soient F = vect(Z1, . . .,Zy) et G = vect(yt,...,y,). Alors:

i) un vecteur ¢ est orthogonal & tout vecteur de F' ssi ¢/ est orthogonal & une famille génératrice de F'

i/ est orthogonal & tout vecteur de F(cad § € F+) <= Vi € [1,n], < 4,2 >=0

if)

F et G sont orthogonaux <= Vi € [1,n],Vj € [1,p], < Z;,5; >=0

cad: deux sev sont orthogonaux ssi leurs familles génératrices sont orthogonales
exemples:
Pour vérifier que deux droites sont orthogonales, il suffit de vérifier que leurs vecteurs directeurs le s

Pour vérifier que la droite D = vect(Z1) et le plan P = vect(i1,52) sont orthogonauz, il suffit de vé-
L rifier que < T1,y1 >=< &1,y2 >=0

J
%méthode 2: comment montrer que deux sev sont orthogonaux
11 suffit de vérifier que leurs familles génératrices sont orthogonales.
Ezxemple:
Dans R* muni du produit scalaire usuel, on considére les deuz sev
—4dx + 2y + 3z =0
F = vect((1,0,0, — 1),(~4,2,3,0)) et G = {(z,y,2,t) € RY| Y }
—3r+2y+32—t =0
1. Montrer qu’ils sont orthogonauz.
2. Définir G ... d’une autre maniére mais identique
(. ABnBNE . )
W définition 7: famille orthogonale ou orthonormale
Soit (#;);esr une famille de vecteurs de E.
i) On dit que (Z;)ier est une famille orthogonale lorsque Vi # j, < &;,&@; >=0
ii) On dit que (&;);cs est une famille orthonormale lorsque Vi,j, < Z;,Z; >= 0;;
S cad qu’une famille orthonormale est une famille orthogonale de vecteurs unitaires )

/Oexemple 15: exemples importants
i) La base canonique de R™ est une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel

ii) La base canonique de M, (R) est une famille orthonormale de M, (R) pour le produit scalaire
sur M, (R) de I’exemple
démonstration de ii)

Notons Ej; la matrice élémentaire d’indice (7,5)
— On avuque Ej;.Ey =

~ On a donc toujours < E;;,Ey; >= 0 car
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‘s c . . . )
théoréme 8: une nouvelle maniére de justifier qu’une famille est libre
| i) Une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est une famille libre.
L ii) Une famille orthonormale est une famille libre. )
< L. L. )
{g théoréme 9: théoréme de Pythagore
n
Si (73, .. .,2y) est une famille orthogonale alors ||Z; + - -+ &, ||2 = |Jz1 ]2+ + |Jzal? = 3 |72
i=1
Dans le cas particulier ot n = 2 on a le résultat plus précis:
T et ¥y sont orthogonaux <= ||&1 + Zo||? = ||71]|* + ||%2]|?
- J
ip s )
définition 8: orthogonal d’un sev
Soit F' un sev de E.
On appelle sev orthogonal de F' ’ensemble des vecteurs de £ qui sont orthogonaux a tout vecteur de F'.
On le note F*.
Ft={fe€ EVacF, < &a>=0}
(| rem:on Uappelle sev orthogonal de F' car c’est effectivement un sev (a démontrer)! )
%méthode 3: comment déterminer ’orthogonal d’un sev F

Si F' = vect(Z],...,7,), on a F+ = {# € E|Vi € [1,n], < &,3; >= 0}

C’est toujours la méme idée: il suffit de déterminer les vecteurs qui sont orthogonaux & une famille

génératrice de F

1. Dans R? muni du produit scalaire usuel, déterminer I'orthogonal de la droite dirigée par (1,2, — 1)

— t =0
2. Dans R* muni du produit scalaire usuel, déterminer I'orthogonal de F : THYy-z+
x+2z+42t =0

/Oexemple 16:

Soient F' et G deux sev de l'espace préhilbertien (E, <, >).
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes
) Vie FEVje G, <z, >=0
ii) F et G sont orthogonaux
iii) F c G+
iv) G C Ft+

Mais qu’elles ne sont pas équivalente a v) FX = G
/Oexemple 17:

Soit E = C°([0,1],R) muni du produit scalaire ¢(f,g) = fol f(t)g(t)dt.
On considére F' = {f € E|f(0) =0}
1. Soit f € F+
(a) Que peut-on dire de la fonction g : t — tf(t)?
(b) Montrer que Vt €]0,1], f(t) = 0 puis que f =0
2. Que vaut F+?
3. En déduire (F+)*+
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théoréme 10:

Soient F' et G deux sev d’un espace préhilbertien (E, <, >).
i) SiF c G alorsG* C F*
i) Fc(FhHt

/Oexemple 18:
Soient F; et Fy deux sev. Montrer que:

1. (FlJrFQ)L:FILF_WFQL
2. Fit + F5f C (PN )t

3 Bases orthonormales, projection orthogonale

théoréme 11: procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Soit (3,71> e ,x_;)) une famille libre de p vecteurs de E.
Alors, il existe une et une seule famille orthonormale (_1>, e ,e_p>) telle que:

= =7
€1,

...,e_k}) = vect(x1, ... ,x_;Z)
< fk,gk >> 0

vect(

Vk € [1,p], {

Les vecteurs (_f, e ,a,)) sont définis successivement par les formules

8

1
||

—

— 0N pose |e1 =

— et l'on construit de proche en proche €s, €3, ...€y, avec la formule :
k—1
Tr — D), < T, > € 4 »
. = T — PF,_, (Tx)
Vk € [2,p], |k = =1 -

Lkl T (@ - pra @]
|| % — Z < Tx,€; > & ot

=1

0 Fj, = vect(eq, ... ,e) = vect(3,...,z4) et pF, désigne la projection orthogonale sur F,
— L’idée du procédé est la suivante:
— on norme 1 pour obtenir un vecteur unitaire €

— on retranche & Ts sa composante suivant € puis on norme le vecteur ainsi obtenu.

— on retranche & T3 sa composante suivant €1 et € puis on norme le vecteur ainsi obtenu.

J

Serge Lemarquis 11
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/Oexemple 19: dans R? muni du ps usuel
Sans calcul, dessiner et donner la famille
orthonormale issue du procédé de Schmidt
a partir de la famille libre (7 + 7,27)

/Oexemple 20: dans R? muni du ps usuel
Sans calcul, dessiner et donner la famille
orthonormale issue du procédé de Schmidt
a partir de la famille libre (;—i— J20i+7+ 51_5)

/Oexemple 21: géométrie dans I’espace

Dans R3 muni du produit scalaire usuel, appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a la
famille (51,52,53) = (7, +k,—2i+3ki+j+ k)

/Oexemple 22:

E = R[X] est muni du produit scalaire < P,Q) >= fol P(t)Q(t)dt
Considérons la famille libre suivante (1,X,X? X3). La famille orthonormale obtenue par le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt est:

(1,V3(2X —1),V/5(6X2% — 6X 4 1),V/7(20X% — 30X? + 12X — 1))

@ théoréme 12: expression des coordonnées dans une bon
Soit (E, <, >) un espace euclidien.
Alors:

i) FE posséde une base orthonormée (il n’y a pas unicité)

ii) Soit B = (&7,...,&,) une base orthonormale de E.
On a la formule

n

VZe B, Z=<Ze1>e1+ + <Te, >, =) <Te>¢E
=1

- J

démonstration:

i) 11 suffit d’appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt & n’importe quelle base de E pour
obtenir une bon.

ii) Notons (z1,...,zy) les coordonnées de Z dans la bon 5.
On a ainsi £ = x1€1 + ... xn€n
Soit i € [1,n] fixé.

n n
On a < Z,6; >=< Y xpCx,6 >= > T < €,6; > = x;
k=1 k=1 T
ik

/Oexemple 23: bases orthonormées classiques
— La base canonique de R™ est une bon pour le ps usuel (on dit encore produit scalaire canonique)
— La base canonique de M,,(R) est une bon pour le ps < , >: (4,B) ~ tr(AT.B)

Serge Lemarquis 12
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théoréme 13:

Soit (E, <, >) un espace préhilbertien et soit F' un sev de dimension finie de E.
Alors FO F+ =E

démonstration:

Soit F' un sev de dimension finie de £

Notons (€, ...,€p) une bon de F'

Nous allons montrer par Analyse-Synthése que V& € E,3!(,2) € F x F-, # =4+ 2
Partie Analyse:

Soit # € E. On suppose qu'il existe (#,2) € F x FL, & =5+ 2

Pour tout i € [1,p] on a

< Te >=< Y+ 2,6 >=<y,e; >+ < i,é2>=<@a>+0=<@é>
F F

— =

Comme B est une bon, on sait d’aprés le théoréme que ¥ = »_ < ¢,€; > €;, on en déduit que
=1

p p
”:E < T, > et 22:5—5 < T,6; > ¢€;
i=1 =1

Partie Synthése:
Nous allons vérifier que:

P
i) ¥= > <Z€ > ¢ est un élément de F

i=1

P
ii) Z=4— ) < Z,6 > & est un élément de F*
i=1
i) y+2=7o
i) ¢ s’écrit comme une combinaison linéaire de €1, ... ,€,. Ainsi § € vect(el,...,6p) = F
ii) Pour vérifier que 7 € F'* nous allons vérifier que 7 est orthogonal & une famille génératrice de F, en

l'occurrence ici la famille (€7, ... ,)).

Soit k € [1,p]. On a

iS]

P
<EE >=< T =Y <BE > 68 >=< T > — Y < L8 >< &, >
= i=1
Or < €;,€; >= d;. et donc dans la somme ci-dessus ne reste que le terme d’indice k, d’ou
< Z,€p >=< T, > — < T,€p > < €, > =0
———
=1

iii) triviall

théoréme 14:
Soit (E, <, >) un espace préhilbertien et soit F' un sev de dimension finie de E.
L’application |pr: E — FE

T — <Ze1>e1+ -+ <Ie>6

est la projection sur F' parallélement & FL, cad la projection orthogonale sur F
C’est a dire lendomorphisme de E qui a £ € E = F & F* associe ij € F tel que ¥ — §j € F+
(| rem: son noyau est F- et son image est F

Serge Lemarquis 13
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remarque 2 ( formule du projeté orthogonal)
Le projeté orthogonal d’un vecteur Z sur F est donné par les formules :

i) Iorsque (e, ...,e;) est une base orthonormale de F.

p
pF(a_:’) :<f,é'1>é‘1+”'+<f,_'p>_’p: Z < Z,E > €}

k=1
ii) lorsque (e_f, . ,e_;) est une base orthogonale de F.
., < T,er >, < Z,ep > P < Ter >,
pr(f) = ——5-F€+  + —F5€E =), ——€k
len][? lepl> 7 iz llewl P

/Oexemple 24: Dans R? muni du psu
Dans R? muni du psu, on considére le plan F = Vect(;— Jai+i+ E)
Donner l'expression de la projection orthogonale sur F' puis celle de la symétrie orthogonale par
rapport & F', pour tout ¥ = (x1,x2,3)

méthode 4: comment déterminer un projeté orthogonal
1. ou bien on cherche une base orthonormée de F' et on applique la formule de la remarque |3
2. ou bien on écrit pp(Z) comme une combinaison linéaire d’une base (pas forcément orthonormée)
de F puis on caractérise le fait que ¥ — pp(Z) est orthogonal ¢ F
Exemple:
Soit E = C°([~1,1],R) muni du produit scalaire ¢(f,g) = f[ 11] fg.
On note F' le sev de E constitué des fonctions polynomiales de degré au plus 2.

Pour tout i € {0,1,2}, on note | f; : [-1,+1] — R | La famille (fo,f1,f2) est une base de F'

t — t
Déterminer le projeté orthogonal de |g: [-1,+1] — R sur F.
t — sin(t)

1. Ici il est facile de constater que < fo,f1 >=< f1,fo >= 0 #< fo,f2 >.
Nous allons normer fy et f1 puis utiliser I'idée du procédé de Schmidt pour trouver notre dernier

vecteur
o= d0 o N :ﬁfl
[ foll V2 LAl V2

et ensuite on calcule

2. notons pr(g) = Aofo + A1f1 + Az2f2. On a les équivalences suivantes
9—pr(9) € F* <= Vie {0,1,2}, <g—pr(g).f; >=0
> Vi€ {0,1,2}, / (9 — (Nofo+ALfi +A2f2)).fi =0
1,41]
[1(sin(t) = Ao — Mt — Agt?).1dt =0
= [1(sin(t) — Ao — Mit — Mot?)tdt =0
f (sm(t) )\0 - /\175 - )\2t2).t2dt =0

=X =0
A1 =3(sinl —cos 1)
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théoréme 15: inégalité de Bessel

Soit (E, <, >) un epr et (€1, ...,€,) une famille orthonormée.

P
Pour tout vecteur ¥ de E, on a Y. < &,% >2< ||7]|?
i=1

4 Cas particulier d’un espace euclidien

Un espace euclidien étant un espace de dimension finie, tous ses sev sont également de dimension finie.
On a ainsi:

~ R N
théoréme 16:

Soit (E, <, >) un espace euclidien et F' un sev de E. On a:
i) FOFt=FE
ii) dim F' 4 dim F+ = dim E
iii) (FH)t=F
dans R?, lorthogonal d’une droite est un droite
dans R3, lorthogonal d’une droite est un plan, et réciproquement

-

/Oexemple 25: trés important
L’orthogonal d’une droite est un hyperplan et réciproquement.
Plus précisément, si (€1, ...,6,) désigne une base orthonormée de E.
L’orthogonal de la droite dirigée par le vecteur @ = a1€ + -+ + an€, est 'hyperplan d’équation
a1r1 + -+ apxy = 0 et réciproquement.

/Oexemple 26:

Soit E = R? muni du produit scalaire usuel et de la base canonique (f,f,lg), et F'le plan d’équation x —y+ 2z =10
Déterminer la matrice, dans la base canonique de E, de la projection orthogonale sur F. (on pourra
s'intéresser a la projection sur F+

/Oexemple 27:
On considére R* muni du psu. On note (_'j k 5 sa base canonique.
On considére F = vect(i + j,k — 1) et Z = (1,2,34) =i+ 2] + 3k + 41
1. Déterminer le projeté orthogonal de T sur F’ ainsi que son symétrique orthogonal par rapport a F
2. Déterminer une bon de F=+

remarque 3 (projection orthogonale, symétrie orthogonale)
On sait que I'on a les propriétés suivantes:
1. si B est une base de F et B’ est une base de F- alors la concaténation BU B’ est une base de E
2. si B est une bon de F et B’ est une bon de F+ alors la concaténation BU B’ est une bon de E
3. la projection orthogonale sur F' est I'application |p: F =F @ Ft — E
=7 +7y — T
sa matrice dans la base adaptée BU B’ est la matrice diagonale diag(1,...,1,0,...,0)

4. la symétrie orthogonale par rapport a F est lapplication|s: E=F ® F+ — FE
T=T1+To — T1— T2
sa matrice dans la base adaptée B U B’ est la matrice diagonale diag(1,...,1,—1,...,—1)

Serge Lemarquis 15
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méthode 5: expression intrinséque d’une réflexion
Par définition, une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan.
( Elles sont particuliérement importantes en mathématiques.)

Soit H un hyperplan de E. On note D = vect d =H*

< Z,a >
i) la projection orthogonale sur D a pour expression |pp(&) = ﬁd
a
< Z,a >
ii) la projection orthogonale sur H a pour expression | pg(Z) = & — ij|72 a
< r,d >

iii) la symétrie orthogonale par rapport & H a pour expression | sy (Z) = & — 2 a

=112
|||
lorsque l'on fait un dessin pour exprimer ces résultats on choisit quasiment toujours de se placer dans
R3 avec une droite et un plan

/Oexemple 28:
Soit (E, <, >) un espace euclidien et B = (€1, ...,€,) une bon.
On considére un vecteur non nul @ = a1€y + - -+ + an€n.
On note D la droite dirigée par a@ et f la projection orthogonale sur D.
1. Calculer f(€};) pour tout j € [1,n]
2. En déduire la matrice M = Matg(f).
ai

a2
Comment pourrait-on simplement I’écrire & I’aide de la matrice unicolonne A= | . |7

Qn
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17

5 Distance

définition 9: distance entre un vecteur et un sev

Soit # un vecteur de E.
On appelle distance de Z & F, et on note d(Z,F), le nombre réel positif suivant :

A(@.F) = inf d(Z.7) = Inf [|7 =7 = nf{d(@.) |7 € F}

L’ensemble {d(Z,y) | j € F'} est un ensemble de nombres positifs ou nuls; c¢’est ainsi un sous-ensemble
de RT. Il est forcément minorée(par zéro déja) et posséde une borne inférieure
On rappelle que la borne inférieure d’un ensemble est le plus grand des minorants

- J
i . . . . . )
théoréme 17: trés important: distance a un sev de dimension finie
Soit F' un sev de dimension finie de F. Alors:
i) Ve B, 3 4y € F,d(Z,F) = d(Z,5o)
ii) et de plus, ce vecteur 7 n’est autre que le projeté orthogonal de &y sur F.
— "la distance entre un vecteur T et un sev de dim. finie ' est obtenue pour le projeté orthogonal
de ¥ sur F', et uniquement pour celui-ci "
— le projeté orthogonal de T sur F' est l'unique élément de F qui minimise la distance de T & un
vecteur de F'
U o|d(Z,F) = d(&5) = |I& — goll| et|11& — ol |2 = 12| — ||| )

/Oexemple 29:
Dans R? muni du psu, le projeté orthogonal
du vecteur ¥ = (4,2,1) sur le plan F' d’équation x +y = 0
est le vecteur gy = (1, — 1,1).

On en déduit que la distance entre le
vecteur (4,2,1) et le plan P
vaut [/(4,2,1) = (1, = 1,1)[| = [|(3,3,0)[| = 3v2

/Oexemple 30:

=1
Ty d’inconnues scalaires réelles z et y.
z+y =2

Aprés une bréve étude(!), on constate que ce systéme ne posséde pas de solution.
Cependant, faute de mieux, on nous presse de donner un couple (x,y) qui ferait "le mieux laffaire".
(Intuitivement, on comprend que le couple (10,15) fait "moins bien l'affaire" que le couple (1,0))

On considére le systéme linéaire

1. Représenter I'ensemble des vecteurs (z + 3,2 + y) pour (z,y) € R? ainsi que le vecteur (1,2)
2. En déduire ’ensemble des couples (z,y) qui "font le mieux laffaire!"
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/Oexemple 31:

T+y =4
Soit a un parameétre réel. On considére le systéme (S): ¢ —xz —y =a
T —2z =1
4 1 1 0 1 0
1. Montrer que le systéme (.S) est compatiblessi | a | € vect(| =1 |, =1],[0])=vect([-1],]0])
1 1 0 1 0 1
2. On suppose que a = 2, on souhaite fournir une solution approchée du systéme.
4 1 0
(a) Quelest le projeté orthogonal du vecteur | 2 | surle planvect(| —1 |, [0 |)? (cf. exemple [29])
1 0 1

(b) En déduire les solutions approchées du systéme. Combien en existe-t-il?

/Oexemple 32:
Déterminer 1%n{&{\/(l —t)2 4+ (2-1)%}
€

Considérons E = R? muni de la norme euclidienne. La question posée se traduit alors par :
Déterminer 1%n{&{“(l,Q) —t(1,D)]]} = 1;n%{H(l,Q) —Y||} avec F = vect(1,1) = {(t,t)|t € R}
€ €
D’aprés les théoremes précédents, on peut affirmer qu’il existe un unique Yy € F' tel que
[1(1,2) = Yo|| = ;nfl; [1(1,2) = Y|, et que Yy n'est autre que le projeté orthogonal de (1,2) sur F.
€

W.(l,l) =35.(1,1) =(3,3)
9

D’ou la valeur cherchée ||(1,2) — Yo| = (||(1,2)|]* — HYOH2)(1/2) =4/5— 3=

C’est a dire que Yy =

ol%

/Oexemple 33:
< Montrer avec soin que si Iy C Fy sont deux sev de E alors d(xq,F1) > d(zo,F>)

/Oexemple 34: on pourra penser a un exemple précédent...
Pour tous (a,b,c) € R3 on note f(a,b,c) = f[—l,l} (sin(t) —a — bt — ct?)?dt
1. Interpréter f(a,b,c) en terme de distance
2. Justifier que le minimum de f(a,b,c) est f_ll sin?(t)dt — 6(sin 1 — cos 1)2.
Pour quelle(s) valeur(s) est-il obtenu?

/Oexemple 35: deux questions semblables mais trés différentes

1. Déterminer inf 2w — )2+ (3 — 20 — 1)2) /2
e (zvg)leRz (( T —y) ( ) )

2. Déterminer inf ((1 —z+y)2+2-y)?2+ (B3 -2z y)2)1/2

(z.y)eR?

/Oexemple 36:
2 . . ™ _ 2
% Déterminer /{Iel]% \/fo (t — Acost)?dt

A vous de choisir I'epr dans lequel vous placer, ainsi que F et le vecteur £ a projeter!
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/Oexemple 37: méthode des moindres carrés
On considére n points du plan A;(x;,y;).
On souhaite déterminer la droite D
d’équation y = ax + b qui minimise
la somme des carrés des distances verticales
entre un point et la droite,
c’est a dTiLre on souhaite déterminer

inf i — ax; — b)?
(aiare 2 T 0)

On se place dans £ = R™ muni du psu.
(1 x1 1
OnnoteY=| : |ainsique X =] : | etU =
Yn, Tn 1
On note F' = vect(X,U) On suppose que les z; ne sont pas tous égaux (hypothese (H))
1. Interpréter géométriquement I’hypothése (H). Que vaut dim F'?
2. On note agX + boU le projeté orthogonal de Y sur F.
(a) Montrer que <Y —agX — bpU,X >=<Y —agX — byU,U >=0 (x)

- - x> <UX> a)  [(<Y.X >
(b) Montrer que matriciellement (x) s’écrit << UX > i ) ) = \<vos

=M
(c) Calculer det(M) et justifier que, grace a ’hypothése (H), on peut affirmer que det(M) # 0

n n
ao. Z x? + bg. Z Z;
(d) En déduire que (ag,by) vérifie le systéme =1 =1
ag.. Z z; + n.by

=1

n
=D Tiyi
i=1
n
= Ui
i=1
(e) Il est d'usage de noter en Statistique

1 — 1 1 o 5N
/ﬁx:n;xi 'uy:n;yi uxzzn;xi et Mmy:n;»ﬁyi
i= 1= = =

Montrer que | ag = Hay = Ha-ly et by = piy — ag-pig

[a2 — 13
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6 Rappels sur les projections: orthogonales ou non

?gfdéﬁnition 10:
Soit £ = F; @ Iy (ainsi V¥ € E,H!(fl,fg) e X Fy,7=21+ fg)

La projection vectorielle sur /) paralléllement & F5 est ’endomorphisme de E, noté pr,,
défini par | pp, : E — FE
T=21+ T —> pF1(f):f1

L "or, (Z) est l'unique vecteur de Fy tel que & — pp, (¥) € Fy"

remarque 4

et s’appelle le projecteur associé a pr,

I’endomorphisme idg — pr, n’est rien autre que la projection sur Fy parallélement a Fi : on le note pp,

théoréme 18: noyau et image d’une projection b
Soit pp, une projection (notations de la définition , on a:
i.) kerpp, = F»
ii.) Impgr, = F1 = ker(pp, — idg) ("Fy est ’ensemble des vecteurs invariants par pg, ")
iii.) pr, est un projecteur
9 "on projette sur l'tmage parallélement au noyau" )
remarque 5 (éléments propres)
— les valeurs propres d’'un projecteur sont 0 et 1
— Eo(pr,) = ker(pr,) est l'espace parallelement auquel on projette
— Ei(pr,) = Im(pr, ) = ker(pr, — idg) est I'espace sur lequel on projette
— Si FE est de dimension finie, un projecteur de F est toujours diagonalisable
K théoréme 19: caractérisation matricielle d’'un projecteur b
Soit f un endomorphisme de F, avec dim E = n < oco. Il y a équivalence entre:
i.) f est un projecteur
ii.) il existe une base B de E pour laquelle on a:
Matg(f) = diag(1,...,1,0,...,0)
—— ——
T n—r
et dans ce cas, on a alors ‘trf =rgf= r‘
- J

/Oexemple 38:

Soit F = R?, muni du produit scalaire usuel < , >. On note (;, j) sa base canonique.
On note Dy = vect(i), Dy = vect(i — j) et D3 = vect(i + j)
1. Déterminer I'image du vecteur & = ai + bf par la projection sur D; parallélement & Do

2. Déterminer 'image du vecteur & = ai + bj par la projection sur D3 parallelement a Do
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