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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Serge Lemarquis

Dans tout ce chapitre, on adoptera les notations suivantes :
e ] désignera un intervalle ouvert non vide de R

e K désignera le corps des réels ou des complexes

e a,b,c et d désigneront quatre fonctions continues sur I et a valeurs dans K
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COexemple 1:
Résoudre 1'équation différentielle z.y' + sin(z).y = 1 sur R

o [l s’agit de déterminer toutes les fonctions y, définies et dérivables sur R,
qui vérifient Vo € R, z.y/ (x) = sin(x).y(z) = 1

o On peut remarquer de suite que cette équation différentielle ne posséde pas de solution sur R/
En effet, si une solution ezistait elle devrait vérifier en particulier 0.y'(0) + sin(0).y(0) = 1,

cad 0 =1 ce qui est impossible!

e [En revanche, si on souhaite résoudre cette équa. diff. sur |0, + oo, un théoréme nous permettra

d’affimer qu’une infinité de solutions existent!

e On retiendra de cet exemple que l’intervalle de résolution de I’équation différentielle

est une hypothése trés importante dont il faut tenir compte!

J
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1 Rappels sur la dérivabilité

Soit I un intervalle de R, x¢ un élément de I et f une fonction de I — K

p
fzf définition 1: dérivabilité

i) On dit que f est dérivable en g lorsque lim M existe et est finie.

T—TQ T — X

f(@) = fwo) _ lim f(xo + h) — f(z0)

T—xTQ T — X h—0 h

ii) On dit que f est dérivable & gauche en zy lorsque lim M
ToTy T — o

iii) On dit que f est dérivable & droite en g lorsque lim M
ac%xg T — Zo

On note alors

existe et est finie.

existe et est finie.

iv) On dit que f est dérivable sur I'intervalle I lorsque f est dérivable en tout xg € T

On montre que:
f est dérivable en xqy ssi f est dérivable a droite et a gauche en xg et que ces dérivées sont égales

J

théoréme 1: la dérivabilité entraine la continuité

| Si f est dérivable en zq [sur I] alors f est continue en zq [sur I].

g N
fﬁf définition 2: fonction de classe CP

On dit qu’une fonction f est de classe CP sur un intervalle I lorsque f est p—fois dérivable sur I et
que sa dérivée p—ieme, fP), est continue sur I.

rem: en particulier, dire qu’une fonction est de classe C' signifie que f est dérivable et que sa dérivée
est continue.( et non pas que que f est dérivable et continue, comme on le lit parfois!)
rem: on montre que CP(I,K) est un sev de F(I,K)

J

théoréme 2: fonction a dérivée nulle ...sur un intervalle!
Soit I un intervalle de R et f une fonction dérivable de I — K. Alors:

f est constante sur I ssi sa dérivée est nulle sur

théoréme 3: théoréme de la limite de la dérivée

Soit I un intervalle de R et zg € 1.
Soit f une fonction définie et continue sur I, dérivable sur I — {zg}.
Alors:

i) Si zlirgo f'(x) =1 avec | € R (cad limite finie) alors f est dérivable en xq et f'(xo) =1

ii) Si lim f’(x) = foo alors f n’est pas dérivable en x¢; la courbe présente une tangente verticale
Tr—xQ

L au point (xo,f(x0)) -/
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,Oexemple 2:
Soit f I’application définie sur R par f(0) =0 et f(x) = e V7 gig #£0
1. Montrons que f est continue en 0
o f est continue sur R* comme composée de fonctions continues.
o f est continue en 0
en effet: lim f(z) = lim e"Y/*" = 0 = f(0)
z—0 z—0
x#0 z#0
e On a montré que f est ainsi continue sur R tout entier.

2. Montrons que f est dérivable sur R

o f est dérivable (et méme C*!) sur R* car composée de fonctions dérivables,
2
et Uon a Vo € R*, f'(z) = —36_1/“”2
x

e Montrons que f est dérivable en 0 de deux maniéres différentes:

o On a montré que f est ainsi dérivable sur R tout entier
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2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

2.1 équation homogéne

-
{g théoréme 4: structure de ’ensemble des solutions, solution générale

Soit I’équation ‘ Yy +a(z)y = 0‘ oit a € C°(I,K) et I intervalle de R

1. L’ensemble des solutions de cette équation différentielle est un espace vectoriel de dimension 1

2. La solution générale est |y : I — K avec K € K quelconque
x — K.exp(—A(z))

rem: ceci signifie que les solutions sont les fonctions de la forme|I — K
r — K. exp(—A(z))
ou K désigne une constante réelle ou complexe quelconque, et A une primitive de a sur 1.

rem: ainsi en notant fi : x — o Al

‘SH = {K.fi| K € K} = vect(f1) = {z = K.e 4@ |K € K} = vect(z — e~4(®)) ‘

on a

&

démonstration:

A

Comme sur I la fonction e ne s’annule pas, on a les équivalences

Y 4+ay=0<= 1 +ay)et =0 (y.eA)/ =0

Comme I est un intervalle, ceci équivaut a dire que la fonction y.e? cad la fonction z y(m)eA(x) est
constante sur I. On a ainsi les équivalences

y est solution de I’équation différentielle sur I < 3K € K,Vz € I, y(x)eA(m) =K
«— IK e K,Vz € I,y(z) = Ke 4@

méthode 1: résolution d’une EDLH du premier ordre
La résolution consiste & déterminer une primitive de la fonction a puis & écrire la solution générale.
exemple:

Résoudre I'équation différentielle i’ + y=0 sur]—oo,l[=1
x

1
T

o [l s’agit d’une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre.

e La fonction a : x — est définie et continue sur | — oco,1[= I, elle posséde donc des
-
primitives sur cet intervalle.
e Une primitive de la fonction a sur I est A:]—o0,l[ — R

x — —2v1-—=x
R
K.exp(2v1 —x)

avec K constante arbitrairg.

La solution générale est ainsi|y : | — oo, 1| —
x —

COexemple 3:

On note S 'ensemble des solutions définies sur R de I'équation différentielle (E).
Dans chacun des cas suivants, sans résoudre 1’équation différentielle, répondre aux questions suivantes:
S est-il un espace vectoriel? Peut-on préciser sa dimension?

1. (E):y +cos(x)y=0 2. (BE):z.y +cos(z).y=0 3. (B):ch(x).y + cos(z).y =0

- J
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COexemple 4: résolution (1 + z?)y’ +zy =0 sur R.

e On commence par remarquer que Vo € R,1 + 22 # 0, et donc

résoudre (1 + x2)y’ + 2y = 0 sur R équivaut a résoudre 3 + y=0sur R.

x
1+ 22
Cette démarche préalable est indispensable a faire, car elle nous permet de nous placer
dans les hypothéses exactes du théoréme.

Si a la place de 1+ x2 nous avions eu 1 — x? la situation aurait été bien différente et beaucoup plus
compleze ( probléme de recollement en +1. .. voir l’exemple en particulier)

e Avant de passer a la résolution de cette modeste équation différentielle, donnons-en une interpré-
tation géométrique :

IntégraleNumériqued .~/ / / / / e AN N\ \ AN AN AN NN NN
A A A A A A N N N N N N N T NN
A A AV A A R Y Y N N N N N N
T S A S A A4 DA N N N N N N N
A ~ NN N N N N Y~ —
B A A d = N0 N N N N Y~ —
—_— — - - - = ~— N~ XL N T Y — — —
_— — — = = —_— TN N e T T —
—_—4 =3 2 o e 0y __ __1* __ _2 3 ————
R — ~ ~— — - - — - — —
—_— — — — S~ O 7 — - - — —
— T— T— T O X s = s s s - = =
~— T~ T 0 O AN — 7 VA A A A
R N N N N NN = S S S s s s s~
DN N N N N N = S S S S S s s
~ N N N N N "\ \~7/ S sSs s s s
w N N N N NN\ \ N\, / / /S S S s s

e On a représenté ci-dessus le champ des tangentes associé a cette équation différentielle ( cad au

point de coordonnées (x,y) on a tracé un segment de pente — y) ainsi que le graphe de

1+ 22
plusieurs solutions

x
Finissons par donner lexpression explicite de y : une primitive de la fonction x — 152 sur R

22
In(1 + 2?)

est T — et donc la solution générale cherchée est|y: R — R

V1+z2

Tr

remarque 1 (définition de courbe intégrale)

On appelle courbe intégrale d’une équation différentielle la courbe représentative d’une solution de
cette équation différentielle.
Dans I'exemple ci-dessus, les courbes intégrales de I'équation différentielle (1 + z2)y’ + zy = 0 sont les

représentations graphiques des fonctions du type fx : © — ——— avec K € R

V1 + 22
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2.2 équations avec second membre

e
Q théoréme 5: solution générale
y' +a(x)y = b(x) ‘(EDI) ot a et b € C°(I,K) et I intervalle de R.

1. La solution générale de I’équation avec second membre membre s’écrit comme la somme d’une
solution particuliére et de la solution générale de I’équation homogéne associée.

Soit I’équation

2. La solution générale de I’équation différentielle est

H<K+ / b(t)eA(t)dt> .eA<w>—( / b(t)eA<t>dt) e~ AE) 4 oA

sol.géné

solz)rart.
T
ou K désigne une constante arbitraire et x / b(t).eA(t) dt une primitive de la fonction b.e4

rem :cette formule n’est pas a connaitre mais 4 savoir retrouver
rem: ainsi S = {x +— fo(z) + K.e 4@ |K € K} = fo + vect(z — e~ 4®)) = fo + Sy

&

démonstration:
c’est la méme idée que pour la premiére démo.
On a, sur I les équivalences suivantes:

Y +ay=b<= (y +ay)e? = be?

= (y.eA), = bet

= y.eA =K+ / be? ou / be désigne une primitive de be? sur I
=y = (K+/be‘4) e A

e On appelle solution de I'équa.diff y' + a(x)y = b(x) sur I toute fonction f définie et dérivable
sur I a valeurs dans K telle que Vo € I,f'(z) + a(z) f(z) = b(z)

e Résoudre I'équation y' + a(x)y = b(x) c’est trouver toutes les fonctions f définies et dérivables
sur I a valeurs dans K telles que Va € I, f'(x) + a(z) f(x) = b(x)

remarque 2

remarque 3

e Si f est solution de (ED1) alors f est nécessairement dérivable (et donc continue)
e vu que f' =b—af avec a,b et f fonctions continues,

on en déduit que f’ est aussi une fonction continue,

c’est a dire que f est nécessairement de classe C' sur I

Ceci justifie que | lensemble des solutions est toujours inclus dans C*(I,K)

,Oexemple 5: la difficulté réside en la recherche de la primitive. ..
Résoudre sur R 1'équation différentielle 3’ + exp(x?).y = 2. exp(z?)
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remarque 4 (principe de superposition)

1. On peut déterminer une solution particuliére grace au principe de superposition:
) {yl est sol. de y' + a(x)y = by (x)
si

alors M\y; + y2 est sol. de ¢y + a(x)y = \b1(x) + ba(x
y2 est sol. de y' + a(x)y = ba(x) Y1+ Y2 Y (z)y 1() 2(x)

(X étant une constante scalaire)

2. a noter que la fonction constante x +— 1 est solution de I'équation : y' + a(x)y = a(x)

(méthode 2: variation de la constante
On détermine souvent (c’est a dire pas toujours. .. ), en 'absence de solution évidente, une solution
particuliére en utilisant la méthode de la variation de la constante : si 4y est une solution de ’équation
homogéne qui ne s’annule pas sur I, alors on cherche les solutions de I’équation compléte sous la forme
y(x) = K(x)yo(x). En remplacant dans I’équation différentielle on obtient K’; qu’il reste ensuite a

primitiver.
Exemple:
Résoudre I’équation différentielle y' — 2= = \/xInx (E) sur 0, + ool.
e [l s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre
e On commence par résoudre [’équation homogéne associée, cad y' — ; =0.
x
La fonction |a:1 — ]RéL est continue sur |0, + oo[= I
T o— —
2x

Une primitive de cette fonction sur I est|A: 1 — Ii&

T — Inx

O |

La solution générale de I’équation homogeéne est donc|y : 0, + oo]

— R avec K constant

réelle arbitraire
e En l'absence de solution évidente, on pose y(x) = K(x).\/z et on remplace dans (E)

On aboutit ¢ K'(z) =Inz

Par quadrature(=primitivation) on aboutit & K(x) = zlnx — x + Cste

Une solution particuliére est donc yo(x) = v/x(xInz — x)

e La solution générale de l’équation avec second membre étant égale a la somme d’une solution
particuliere et de la solution générale de l’équation homogéne,
on trouve ici comme solution générale de (E)

y:]0,+00f — R avec K constante réelle arbitraire
x — Vz(rlnz —z)+ Kz

©

/Oexemple 6:

1
Résoudre y' — 21 = —— sur |0, 4+ ool puis sur | — 00,0]
T x

Serge Lemarquis 7



remarque 5

Dans le cas d’une équation du type: y' + ay = P(z)e™® ou a et m sont des constantes réelles ou
complexes, et P un polynéme, par la méthode des coefficients indéterminés, on peut chercher une
solution particuliére sous la forme y(z) = Q(x)e™* avec Q polynéme tel que

e sim = —a, deg(Q) = deg(P) + 1

o sim# —a, deg(Q) = deg(P)

théoréme 6: probléme de Cauchy linéaire du premier ordre

Soit I un intervalle ouvert non vide de R, et a et b € C°(1,K)
Soit zg € I et yp € K. Alors:

Vo eI, f'(x) + a(x) f(x) = b(x)

et f(zo) = vo
cad il existe une unique solution sur I de l’équation différentielle y' + a(x)y = b(x) tel que y(zo) =

il existe une unique fonction f définie sur I telle que

-

,Oexemple 7: sans aucun calcul!

1
Résoudre sur |0, + oo[ I'équation différentielle ' — 2£ = —— avec la condition y(7) = 2
x x

remarque 6
e Avec linterprétation géométrique de I’équation différentielle en terme de champ, ce théoréme se
comprend vraiment bien. .. Non?

e important: dans le théoréme précédent, la condition initiale est du type f(xg) = yo. Si I'on
consideére une condition initiale du type f'(xg) = yo ou encore lim f = yq , il n’y a aucune raison
o

pour qu’il y ait existence et unicité de la solution. (cf. exemp]e et exemple 77)

remarque 7 (A savoir retrouver)

Il est facile de montrer que la fonction f définie sur I par

T

f(z) = (yo.eA(xO) —I—/ b(t)eA(t)dt> e~ | est bien solution et qu’il n’en existe aucune autre
o

On reprend la démonstration du théoréme |5 en considérant lors de la quadrature la primitive qui
s’annule en xg
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2.3 cas des équations différentielles avec un coefficient en facteur de 7/

définition 3:
a, b et ¢ désignant 3 fonctions continues sur un intervalle 1

1. on appelle équations différentielles linéaires du premier ordre toute équation du type

la(z)y + )y = c(v) |

2. on appelle équations différentielles linéaires du premier ordre homogéne ou sans second membre

toute équation du type ‘a(:p)y’ +b(z)y = 0‘
-

J

remarque 8

1. Une équations différentielles linéaires du premier ordre homogéne posséde toujours au moins une
solution définie sur I, a savoir la fonction constante nulle. (I’ensemble des solutions n’est jamais
vide)

2. Une équations différentielles linéaires du premier ordre avec second membre peut ne pas posséder
de solution définie sur I. (I'ensemble des solutions peut étre vide ex: zy + xy = 1 n’a pas de
solution sur R)

3. L’ensemble des solutions d’une équations différentielles linéaires du premier ordre
homogéne est un espace vectoriel (démonstration facile), mais on ne peut prédire sa
dimension (contrairement aux équations différentielles linéaires normalisées) comme
le montre I'exemple
(preuve de la stabilité par combinaison linéaire)

Soient y1 et yo deux solutions de a.y’ + b.y =0, et A € K.
On a

a.(Ay1 +y2)" +0.(Ay1 + y2) = a.(Ayy +93) + b.(Ay1 + y2)
= Xa.yy +by1) + (a.yh +by) =X.0+0=0

4. Lorsque la fonction a ne s’annule pas sur I, résoudre I’équation a(x)y’ +b(z)y = c(z) sur I

bx) _ c(x)

équivaut a résoudre I'équation y' +——+

a(x)y ~a(x)

sur I. (et donc tous les résultats des paragraphes
précédents s’appliquent)

5. Dans la pratique, on détermine les valeurs ot a s’annule, on résout sur chacun des intervalles ne
contenant pas les racines précédentes, puis on traite les recollements(=raccordements)

-
,Oexemple 8:
On considére 'équation z(z — 1)y’ + (z + 1)?y = 22 (E)

e Résoudre (F) sur | — 00,0[ ou ]0,1] ou |1, + oo se fait de maniére classique, car

(z+1)? x

sur chacun de ces 3 intervalles () <= ¢ + y=
x(x—1)

r—1

e Par théoréme, on peut affirmer qu’il existe une unique fonction f définie sur |1, + oo qui soit
solution de (E) et telle que f(3) ==

e En revanche on ne peut rien dire quant a I'existence et 'unicité d’une fonction f définie sur |0, 4 00|
qui soit solution de (E) et telle que f(3) = .
Nous sommes alors obligés d’étudier le raccordement en 1

. J
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3 Equations différentielles linéaires du second ordre

3.1 au programme de spé: seulement deux théorémes et une méthode

& .
{g théoréme 7: admis
a, b et ¢ désignent trois fonctions continues sur un intervalle [

y" + a(x)y + b(x)y = 0 (EDH2) ‘est un espace vectoriel

1. L’ensemble des solutions de I’équation

de dimension 2
2. La solution générale de I’équation ‘ Yy + a(z)y + b(x)y = c(x) (ED2) ‘ s’écrit comme la somme
d’une solution particuliére et de la solution générale de I’équation homogéne associée (EDH2).
ceci signifie que:
e La solution générale de (EDH2) est de la forme y = A.fi1 + B.fs
e La solution générale de (ED2) est de la forme y = fo + A.f1 + B.f2

ol
o f1 et fo sont deux fonctions linéairement indépendantes
e A et B sont deux constantes scalaires quelconques.

On écrit encore:

L Su = vect(fi,f2) et S = fo + vect(f1,f2)

remarque 9

1. On appelle solution de (ED2) sur I toute fonction f définie et deux fois dérivable sur I a valeurs
dans K telle que Vo € I,f"(z) 4+ a(x) f'(z) + b(z) f(z) = c(x)
2. Si f est solution alors f est nécessairement deux fois dérivable ce qui implique que f’ et f sont continues.
Vu que f”" =c—af’ —bf avec a,b,c, f et f’ fonctions continues
on en déduit que f” est aussi une fonction continue,
c’est a dire que f est nécessairement de classe C? sur I

Ceci justifie que | ensemble des solutions est toujours inclus dans C?(I,K)

%méthode 3: si on dispose d’un point de départ...
On considére 'équation y” + a(z)y’ + b(x)y = c(x) et
on suppose que ’on connait une solution, notée fi, de I’équation homogéne associée, et que de
plus fi ne s’annule pas sur l'intervalle I.

La méthode consiste a chercher les solutions de l’équation compléte sous la forme y(z) = f1(x).z(x).

On est alors ramené a une équation différentielle linéaire du premier ordre en 2'.
En effet

Y +ay +by=c< (f12)" +a(fiz) +b(frz) =c
= (flz+2fiz' + [i") +alfiz+ fi7) +bfiz=c
= f12" + 2f] +af)? + (f] +aff +bfi)z=c
=0

Qf{ + afl / c
It S A
fi bil
On résout alors cette équation différentielle puis, par primitivation, on détermine z, et en multipliant

par f1 on ay!
Cette méthode consiste a faire un changement de fonction inconnue.

— "+
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COexemple 9: A
Soit (E) : (22 — 62 — 1)y" —2(x —3)y + 2y =0
1. Déterminer les polynémes de degré inférieur ou égal & deux solutions sur R.
L 2. Soit I un intervalle sur lequel 72 — 6 — 1 ne s’annule pas. Résoudre (E) sur I...sans calcul! y
~

( .
,Oexemple 10: dans cet exemple, il y a abondance de " f,"
-3z
résoudre sur R I'équation y” + 6y’ + 9y = 762 1 (ED2).
x

e [’équation homogéne a pour solution générale | R — R
z — Ae 3% + Bre 3"
e Pour appliquer la méthode ci-dessus, il nous suffit de prendre une solution particuliére (si possible
qui ne s’annule pas sur R) de l’équation homogéne ci-dessus.
Par exemple, on prend la fonction f:z — e 3%,
Et pour résoudre (ED2), on pose y(x) = e 3% .z(x).
On a donc

Y (z) = e 3%(2 = 32) et y'(x) = e 3%(2" — 62/ +92)
En reportant dans (ED2), on obtient

-3z
_ e
e 3z Z// =—
z=+1
ce qui équivaut a
" 1
Z' = 5
14z

Une premiére quadrature nous donne

2 = arctanx + C avec C' constante réelle

Une nouvelle intégration fournit

1
z = rarctanz — B In(1+ 2%) + Cz + D avec D constante réelle.

e On a donc trouvé |y : R — R . avec (C,D) ¢
xr > <x arctanr — 3 In(1+ x2)> 7% 4 Cxe 3" 4 De3"

L rem: on peut remarquer que la solution trouvée est bien de la forme attendue. .. )

L’exemple qui suit est classique: comme vous ne pouvez deviner une solution de 1’équation homogéne
associée (la fameuse fonction notée f; de la méthode), on vous fournit une indication qui a pour but de
vous permettre de commencer (...puis de finir...) la résolution.

(" N
/Oexemple 11:

Résoudre sur |0, 4 oo[ I'équation z2y” — 3zy’ + 4y = 2% sachant qu’il existe une solution polynomiale &
I’équation h e iée.
(['équation homogene associce y
g )
,Oexemple 12:

Résoudre sur RY D'équation différentielle 22y” — 2y = 322

B

(on devra trouver y : z + 2% Inz + Ax? + =)
N z J
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~
théoréme 8: existence et unicité de la sol. & un pb de Cauchy linéaire du 2nd ordr

Soit I un intervalle ouvert non vide de R, et a,b et ¢ € C°(I,K)
Soit xg € I et yo,y1 deux réels ou complexes.
Alors: il existe une unique fonction f définie sur I telle que

vz € 1,f"(x) + a(z) f'(z) + b(x) f(x) = c(z)

f(zo) = wo
f'(z0) = m
N . . . > . . " / _ y(x()) =Y
cad il existe une unique sol. sur I de léqua.diff. y" + a(z)y’ + b(x)y = c(x) tel que {7,
y'(ro) =u
- J
N

-
,Oexemple 13:
On considére 1'équation différentielle y” + xy’ + cos(z).y = 22 (E)

1. Combien passe-t-il de courbes intégrales de (E) par le point (0,1)7?
2. On note f I'unique fonction définie sur R qui vérifie (E) avec les conditions f(0) =1 et f/(0) = 0.
Montrer que la fonction f est paire. (on pourra considérer la fonction g : x — f(—x))

1.

2. Nous allons montrer que g vérifie le méme probléeme de Cauchy que f.
e onag(x)= f(—x) et donc ¢'(x) = —f'(—x) et ¢"(x) = f""(—x) pour tout x réel
o ainsi g(0) = f(=0) = f(0) =1 et g'(0) = —f'(=0) = —f"(0) =0

e pour tout x réel, on a

f'(=x) + a(=f'(=2)) + cos(x) f(—x)

9" (x) + zg'(x) + cos(z)g() -
f"(=z) + (=2) f'(=x) + cos(—x) f(—x)  car cos est paire

= f"(X) + X f/(X) + cos(X) f(X) on a posé X = —x
=X? car f est solution de F
= (-2 =

y" + zy + cos(x).y = 2?

Ainsi f et g vérifie le méme probléme de Cauchy < y(0) =1 ,
y'(0) =0
par unicité a un tel probleme, on peut affirmer que f = g, cad Vx € R, f(x) = f(—x)

Serge Lemarquis 12
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3.2 équations différentielles du second ordre a coefficients constants (cours de sup)

On considére 1'équation différentielle du second ordre a coefficients constants: ’ (H) ay’+by +cy= 0‘

avec (a,b,c) € C* x C? des constantes.

g . N\
Wdéﬁnltlon 4:

| On appelle équation caractéristique de (H) I'équation du second degré [aX? +bX +c=0: (E,)
-

({3 théoréme 9: Cas des fonctions a valeurs complexes
A désignant le discriminant de (E.), on a:
i) cas o A # 0. notons r; et ry les deux racines distinctes de E.
La solution générale de (H) est ‘y cx = Ae™T 4 B.e?* ‘
ii) cas ou A = 0. notons ¢ la racine double de E.
La solution générale de (H) est ‘y cx+— (Ax + B)e™* ‘

et dans les deux cas, A et B désignent des constantes complexes arbitraires.

<\ [~

théoréme 10: Cas des fonctions a valeurs réelles
ici on a (a,b,c) € R* x R?, et A désigne le discriminant de (E.), on a:
i) cas ot A > 0. notons r; et ry les deux racines réelles distinctes de E.
La solution générale de (H) est ‘y cx = Ae™T 4 B.e?* ‘
ii) cas ot A = 0. notons ¢ la racine double réelle de E,
La solution générale de (H) est ‘y cx+— (A + B)e™o* ‘
iii) cas ou A < 0. notons « + i3 les racines complexes conjuguées de E.
La solution générale de (H) est ‘y cx == e (A. cos(Bz) + B.sin(fx)) ‘

et dans les trois cas, A et B désignent des constantes réelles arbitraires.

J

Fréquemment, on rencontrera des équations différentielles linéaires du second ordre & coefficients
constants avec un second membre du type P(z).e™® avec m constante complexe et P(z) polynéme. Dans
la suite de ce paragraphe nous nous intéresserons & ce type d’équation différentielle.

On note’ (E) :ay” +by 4+ cy = P(x).e™ ‘et (Ee) :aX?+bX +c=0

L T

remarque 10

le théoréme nous permet de déterminer une solution particuliére de I’équation compléte (E) sans
utiliser la méthode de la variation de la constante (qui nécessite des intégrations. .. ), mais en procédant
avec une technique simple de coefficients inconnus (... et de dérivation).

théoréme 11: b
II existe une solution particuliére de (E) du type x — e™*Q(x) avec @ € C[X] et de plus:
e si m n’est pas solution de E. alors deg () = deg P
e si m est racine simple de E,. alors deg Q) = deg P + 1
S e sim est racine double de E,. alors deg ) = deg P + 2 Y

Serge Lemarquis 13
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COexemple 14: résoudre y” + 4y’ + 4y = 2sh(2z) = €** — ™2

e I'équation caractéristique est X2 +4X 4+ 4 = 0. On a une racine double —2

e la solution générale de I’équation homogéne est donc y : x — X.e 2% + p.xe 2

e on cherche une solution particuliére de y” + 4y + 4y = €2*

On la cherche de la forme Ae2*®

On remplace dans ’équation et on tombe sur A = 16

e on cherche une solution particuliere de 3" + 4y’ + 4y = e~
On la cherche de la forme Bx?e~2*

2x

1
On remplace dans ’équation est on tombe sur B = 3

e on utilise le principe de superposition des solutions: la solution générale est

1 1
y=—e* — %2 4 \e T 4 pae

9 16 2 y

COexemple 15: résoudre vy’ — 4y + 3y =2x +2e¢ " +5
e l'équation caractéristique est X2 —4X +3 = (X —1)(X —3) =0
e la solution générale de I’équation homogéne est donc y : &+ X.e® + p.e3®

e on cherche une solution particuliére de y” — 41/ + 3y = 2¢™%

On la cherche sous la forme Ae™* )
On remplace dans I’équation et on tombe sur A = 1

e on cherche une solution particuliére de 3" — 4y’ + 3y =22 + 5

On la cherche sous la forme Bx + C

2 23
On remplace dans I’équation et on tombe sur B = 3 et C = )

e on utilise le principe de superposition des solutions: la solution générale est

1 2 23
y=-e T+ x4+ =+ Ne"+ p.e
S 4 3 9 )

méthode 4: second membre du type e™* cosz, " sinx, e . P(z).cosx ou ™. P(x).sin
Il y a deux méthodes possibles:

1. on complexifie I’équation différentielle.

2. on cherche une solution de la forme "% .(Q1(x) cosz + Q2(x) sinx) a 'aide de coefficients réels
inconnus

exemple:
résoudre y" — 2y’ + 5y = €*. cos(w.x) avec w > 0
e léquation caractéristique est X> —2X +5 =0, qui posséde comme solutions 1 & 2i
e la solution générale de I’équation homogéne est donc
y:x = e’ (A cos(2x) + p.sin(2x))

e ici, pour déterminer une solution particuliére, on peut complexifier I’équation: ceci consiste a
chercher une solution particuliere de léquation z" — 27’ + 5z = e®.e® = ¢(1HW)T pyis 4 prendre
la partie réelle de cette solution.(Z désigne l'inconnue complexifiée))

(Il y aura deuz cas & envisager suivant que w = 2 ou pas)

e rem: une autre méthode consiste a chercher une solution particuliére sous la forme Q1(x) cos z+
Q2(z) sinz avec Q1 et Q2 deux polyndmes auz coefficients réels inconnus

COexemple 16:

\Déterminer les solutions & valeurs réelles de y” + v’ + y = sin®(z)

Serge Lemarquis 14
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%méthode 5: changement de variable dans une équation différentielle

Dans certains exercices, on demande de résoudre une équation différentielle & ’aide d’un changement
de variable.( par exemple, on demande de poser t = Inz). La méthode consiste alors a définir une
nouvelle fonction inconnue z qui dépendra de la nouvelle variable et qui vérifiera z(t) = y(z).

Un changement de variable dans une équation différentielle entraine toujours un chan-
gement de fonction inconnue

(Attention! on n’a pas 2/(t) = ¢/(z)! ...)

Exemple

Résoudre sur ]0, + oo[ léquation x2y" + 2y’ + 4y = 0 & l’aide du changement de variable x = e'.
(écrire les solutions a valeurs réelles)

e On commence par écrire que pour tout x > 0 et tout t € R on a l’équivalence
r=c <=t=Inzx
e On considére une fonction inconnue z qui dépend de la variable t telle que
Vo > 0,y(x) = z(t) = z(In(z))

e [En dérivant par rapport a x chaque membre de ’égalité y(x) = z(Inx), on trouve:

1 1 1
y'(z) = E.z’(lnm) puis y'(z) = —ﬁz’(lnx) + ﬁz"(lnx)

e FEn reportant dans ’équation cela donne

1 1 1
2 _
Vo >0,z <_x2 Z(Inz) + =~ Z"(In 1:)) + <$.z'(ln 1‘)> +4z(Inz) =0

Soit Vo > 0,2"(Ilnx) + 4z(Inz) = 0.

En revenant a la variable t cela donne ’Vt eR,Z"(t) +4z(t) = 0.‘

o La solution générale de cette équation est|z : R avec (A,B) € R?
t

— R
— A.cos(2t) + B.sin(2t)

e La solution générale de l’équation initiale est donc

y:]0,+00[ — R avec (A,B) € R?
x — A.cos(2lnz) + B.sin(2Inz)

remarque: comme on a Qussi
Vt € R, 2(t) = y(z) = y(e)

On peut dériver par rapport a t et on obtient
2(t) = eyl (eh) et 2(t) = ety (e') + (e!)y (€))

ce qui donne

Serge Lemarquis 15
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4 Equations différentielles et séries entiéres

-
/Oexemple 17:
Déterminer les fonctions développables en série entiére au voisinage de 0 de I’équation différentielle

x2y//+4xy/+2y — e:B

Partie Analyse:‘
On suppose qu’il existe une solution y de I’équation différentielle sous la forme d’une série

entiére de rayon R # 0.
o0
e On considére donc y(z) = Y anz™ une SE de rayon R # 0
n=0

Le théoréme de dérivation terme & terme des SE nous dit que
—yest C®sur | — R, + R|

~Vz €]l - R, + Ry (r) = 3 na,z" =3 (n+ Dag12™
n=1

n=0
~ Vo €] - R, +R[y'(z) = > n(n—1a2" 2= (n+2)(n+ 1)ay 22"
n=2 n=0

e On a alors pour tout z €] — R, + R]

o0

[e.9] o
22y (z) + dzy/ (z) + 2y(z) = 22 Z n(n — 1)a,z" 2 + 4z Z nanz" ! 42 Z anx"”
n=2 n=1 n=0

(o @] o0
n(n —1)a,a™ + 4 Z napx” + 2 Z anz"

o

n=2 n=1 n=0
o0 o0 oo
= Z n(n — 1)a,a™ + 4 Z na, " + 2 Z anz"
n=0 n=0 n=0

M

(n(n = 1)a, + 4na, + 2a,)x"

I
=)

n
[e.9]

= z:(n2 + 3n + 2)anz"
n=0

o0 $n
e On se souvient que Vx € R, e* = —
n=0 n!
e Par unicité du développement en série entiére,
1
on en déduit que Vn > 0, (n? + 3n + 2)a, = —
n

1 1 1
) > d. n = = =
CE A O = 2 3+ 2. (nt+ )+ 1).(n)!  (n+2)

[e'e] xn
e On vient de prouver que si une solution y est dse, c’est forcément y : x — ) m
n=0 (7 :

‘ Partie Synthése: ‘

Elle consiste ici seulement & vérifier que le rayon de la série entiére trouvée est non nul.
n

vers O

Ici le rayon est infini car pour tout r > 0 fixé, la suite <') est majorée puisqu’ elle converge 1
(n+2)! >0
o0 lﬂ
On vient de montrer qu’il existait une unique solution de (E) dse, il s’agit de |y : z +— m
n=0 (7 :
(remarque: on peut exprimer la solution trouvée aisément a ’aide de fonctions usuelles )
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COexemple 18: avec des conditions initiales

Déterminer les fxs DSE solutions de y"(z) — 2zy/(z) — 2y(z) = 0 avec y(0) = 1 et y/(0) =0
Partie Analyse:

On suppose qu’il existe une solution y de I’équation différentielle sous la forme d’une série

entiére de rayon R # 0.
o
e On considére donc y(z) = ) apz™ une SE de rayon R # 0

n=0
Le théoréme de dérivation terme & terme des SE nous dit que

—yest C®sur | — R, + R|
—Vz €]l - R, + Ry (r) = > naz" = > (n+ Day12"
n=1

n=0
Vo €] = R+ RLy(2) = 3 nln—Dana™ 2 = 3 (n+2)(n+ Dansaa”
n=2 n=0

e On a alors pour tout z €] — R, + R]

M8

o0 oo
y'(z) — 22y () = 2y(z) = Y (n+2)(n+ 1ay22" — 22 Z nanz" -2 Z anz"”
n=0

n=1

i
o

o0 oo
(n+2)(n+ 1)apoz™ — 2 Z napx" — 2 Z anz"”

M

n=0 n=1 n=0
o0 [e.e] o
= Z(n +2)(n+ 1apgaz™ — 2 Z nanz’" — 2 Z anz"
n=0 n=0 n=0
o0
=> ((n+2)(n+ anya — 2(n + )ag)z"
n=0

Or une série entiére est la série entiére nulle ssi tous ses coefficient sont nuls,
on a donc Vn > 0, (n 4+ 2)(n+ 1)ap42 —2(n + 1)a, =0
2
n+2

Comme (n+2)(n+1) #0,on a|Vn > 0,ap42 = an | cad |VYn > 2,a, = —ap_2
n

On sait aussi que ag = y(1) =0et a1 =4'(0) =0

e Il est aisé de se convaincre que tous les termes d’indice impair sont nuls (a3 = 30 = 0,...)
e Pour étudier les termes d’indice pair on pose n = 2p. On a
5 2p 1 1 2 1 ap 1
CL2 = :7012 72:77012 74:7a2 74::7—i
P Tays p T p2p-270 plp—1) 7 p !

(pour étre extrémement rigoureux, on montrerait cette formule par récurrence)

e On vient de prouver que si une solution dse existe c’est forcément
o0 o0 o0 o0 1
2
YT E anr" = g agp:n2p + E a2p+1x2p+1 = E —'x2p =e”
n=0 p=0 p=0 p=0 p:

‘Partie Synthése: ‘

Elle consiste ici seulement a vérifier que le rayon de la série entiére trouvée est non nul
0 2P 00 (x2)p

Le rayon est ici infini car grace aux dse de référence on peut écrire Vo € R, Y& — = Y ~——

p=0 p! p=0 p!

\OH a montré que la seule solution dse est celle écrite ci-dessus )
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5 Des exemples

COexemple 19: Voici des exemples de recollements

1. L’équation zy/ — 2y = x a pour solution générale y :  — —z + K22 sur R™ et sur R™*
Sur R, toute courbe sur R~ se raccorde & toute courbe sur R™

2. L’équation zy’ — y = z? a pour solution générale y : x — x? + Kz sur RT* et sur R™*
Sur R, chaque courbe sur R~ se raccorde & une courbe particuliére sur R

1

3. L’équation 2%y’ +y = 1 a pour solution générale y : v — 1 4+ Ke® sur RT* et sur R™*
Sur R, toutes les courbes sur R~ se raccorde & une seule des courbes sur R™

2

. T K
2 a pour solution générale y : z — 3 + — sur R™ et sur R™*
x

4. L’équation zy’ +y ==

Sur R, une seule courbe sur R~ se raccorde & une seule courbe sur R

cas 3 cas 4
\

COexemple 20: Etude du cas 3
e Schéma de I’étude
1. Déterminer les solutions sur |0, 4+ oo
2. Déterminer les solutions sur | — 0o,0[
3. Résoudre le probléme du raccordement en zéro

Serge Lemarquis 18
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e Résolution sur |0, + oof.

1 1
— résoudre I’équation (E) sur |0, + oo[ revient a résoudre 'équation 3’ + 7Y = g su 10, + 0]

la solution générale de I’équation sans second membre est y : x — A.exp(1/x) avec A € R
— une solution particuliére évidente est y : x — 1.

— conclusion: la solution générale de (E) sur |0, + oo[ est |y : |0, + oo[ — R
x — 1+ Aexp(1l/x)

e Résolution sur | — 00,0]

— De la méme maniére, on trouve que la sol. géné. de (E) sur |—oo0,0[est |y : | —00,0] — R
T — 14 B4

xp(1/z)

e Etude du raccordement en 0.

— On consideére la fonction |y : R — R avec (A4,B,C) € R?
1+ Aexp(l/z) siz >0
x — {1+ Bexp(l/z) siz<0
C siz=0

— On cherche les conditions sur (A,B,C) pour que la fonction y soit dérivable en
zéro.

— Si l'on veut que y soit dérivable en zéro, y doit déja étre continue en zéro.
On sait que f est continue en zéro ssi hI_Pf =lim f = f(0)
0 0-
1
— Onalimf=1carlim— = —oc0 et limexp =0
0- 0~ —o0
— Pour I'étude en 07, il va falloir distinguer des cas car lir+n exp(l/z) = +o0
0
- SiA>0,onalirglf:+oo
0
- S1A<0,0onalimf=-o0
o

— Si A =0, on a pour tout z > 0, f(x) = 1, et donc liI_szl
0

— De ce qui précéde, on peut affirmer que ‘ f est continue en 0 ssi (A,C) = (0,1) ‘

(il n’y a aucune condition sur B.) Dorénavant (A,C) = (0,1)

— Etudions la dérivablité en 0.
f est dérivable en zéro ssi les derivées & droite et & gauche en 0 existent et sont égales.

f(@) = f(0) _1-1

— pour z > 0, on a =0.

x
Donc f est dérivable a droite en zéro et f;(0) =0

f(x) = £(0) _ Bexp(1/x)

— pour x < 0, on a 0 . Nous allons poser t = —1/x pour étudier
x — x
Bexp(l/x
la limite quand z — 07. On a lim Bexp(l/z) = lim —B.t.exp(—t) = 0 d’aprés le
z—0~ x t—+00

théoréme des croissances comparées.
Donc f est dérivable & gauche en zéro et fé(O) =0

— Conclusion: ’1a fonction f est dérivable en zéro ‘(et ce quelle que soit la valeur de B)

— Conclusion: la solution générale de (E) sur R est

y:R — R avec B constante réelle arbitraire.
1 siz>0

1+ Bexp(l/x) siz <0

xr —
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-
,Oexemple 21:
résoudre (F) : xy’ — 2y = 0 sur R.  Le champ correspondant est ci-dessous :

N N\ \ \ \ \ | | / / / / / / e
~ N N N\ NN Ny s s S T
~ N N N N NNz s s S 7 -
~~ N N N\ N VYV s s
- ~ ~ ~ ~ N N s s s s - -
— — — — Y~ \\ / s = - - — =
- = = = 7 / [/ JJV N N >~ ~ ~ — =
- - - sy /] U U N N N N
-~ < 7/ /7 /[ 1 N N N N N N
A A T U N N N N
s /7 /7 /7 /1 /1 VvV VY X N N XN >
#ZhampVeciéurs1 / / / / | | \ \ \ AN \ AN AN
Schéma de l’étude:

1. On résout l’équation sur R, ... et l'on trouve x Kx? comme sol.géné

2. On résout Uéquation sur R* , ... et l'on trouve x — Kx? comme sol.géné

3. On étudie le raccordement en O

On consideére la fonction f définie sur R de la maniére suivante | f : R — R
Lz sixz <0

r —> Kz?2 six>0

M sizx=0
i) Ftude de la continuité en 0
On a lim f(z)= lim f(z)=0.
z—0t z—0"
z#0 x#0
On en déduit que ’ f est continue en 0 ssi M = 0.
. Dorénavant, on considére que M = 0.
— f(0 Ka?
it) On a lim f@) = 1) —lim " =0, Dong, | f est dérivable a droite en 0 avec f7,(0) =0
o+ z—0 ot x
— f(0 La?
iti) On a lim f(w)é”() —lim—> =0 . Donc, | f est dérivable a gauche en 0 avec f3(0) = 0
- x— -

en 0 existe toujours et a pour valeur 0)
v) On a de plus 0.f'(0) —2f(0) =0x 0—2x0=0. Donc (E) est bien vérifiée sur R tout entier.

Conclusion : les fonctions solutions de (E) sur R sont les fonctions | f: R — R
La? siz<0

T — 5 ]
Kz six>0

ot K et L sont deux constantes réelles quelconques.

\Temet pas en cause le théoréme d’existence et d’unicité a un probléeme de Cauchy!

iv) On en déduit donc que‘ f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0| (ceci est remarquable : quelles que soient
les valeurs de K et L, c’est a dire quelles que soient les fonctions f que l’on considére, la dérivée

Remarque : toutes les courbes intégrales passent par (0,0) avec une tangente horizontale. .. mais cela ne

J

Serge Lemarquis 20



21

-

( . . . . )
,Oexemple 22: structure de ’ensemble des solutions de ’équa.précédente
e Pour tout (K,L) € R? notons | fxk, : R — R
Lz? siz <0
T —>
Kz? siz >0
e On a montré que S = {fx 1|(K,L) € R?}
e Considérons plus particuliérement
fl,O:R—>R et f071:R—>R
0 siz<0 22 siz <0
r —> 5 . r —> .
x“ six >0 0 six >0
e |Pour tout (K,L) € R? on a fr = K.f10+ L.fo1| en effet:
—siz <0, onaK.fio(x)+L.foi(r) = K0+ La?= La? = fr (z)
~siz >0, onaK.fio(x)+L.foi(r) = Ka?+ L.0= Ka? = fk ()

[ ] Ainsi S = {K-fl,O + L.f071|(K,L) € RQ} = VeCt(fLo; f071)
e La famille (fi,0; fo,1) est une famille libre.

En effet, soit (a,b) € R? tel que a.f10+b.fo1 =0

cect signifie que pour tout x € R, a.f1o(x) +b.fo1(z) =0

En particulier pour x =1 cela donne a.1 +0.0 =0

et pour x = —1 cela donne a.0 +b(—1) =0

On a bien montré que a =b =10
e Conclusion: | (fi0; fo,1) est une base de S

L’ensemble des solutions est ainsi un espace vectoriel de dimension. .. deux! )
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g €T )
exemple 23: Résoudre zy’ + 2y = ——(F) sur R.
LOexemp Y2y = 5(E)
e Schéma de ’étude
1. Déterminer les solutions sur |0, + oo]
2. Déterminer les solutions sur | — 0o,0[
3. Résoudre le probléme du raccordement en zéro
e Résolution sur un intervalle I =]0, + oo[ ou I =] — 00,0[
2 1
Sur cet intervalle, ’équation E équivaut a I'équation ¢y’ + —y = —
z 1+
— la solution générale de I’équation homogéne est y : z — K. exp(—2In|z|) = e =—
T T
— On détermine une solution particuliére en utilisant la variation de la constante .
K(z
On pose y(x) = (2 ) pour tout x € I. En remplagant dans I’équation . . .
x
1
Vee ,LK'(z)=---=1- T2 Ce qui donne Vx € I, K(x) = x — arctanx + C'ste
x
— arct
Une solution particuliére est donc y : x — L;m(w)
x
— arct K
— La solution générale sur I est donc |y : x +—> T are al;l(m) +
T
e Probléme du recollement: on considére la fonction|y : R — R
x —arctan(zx) + A |
3 siz >0
x
z — < C siz=0
x — arctan(z) + B
2( )+ siz <0
x
23
— Commengons par rappeler le DL3(0) de référence arctanx = x — 3 + o(x?)
— Etude de la continuité en 0.
3 3 ;
. . x/34o(x)+A . x A si
limy = lim =lim - + o(x — =
o T o z? 0+ 3+()+x2 0 siA=0
+oo0  si
De méme limy = < 0 si B=20
P
si
On trouve donc que y est continue en 0 ssi A=B=C=0
On suppose cette égalité vérifiée dans la suite: on a ainsi|y : R — R
x — arctan(xz) .
N e
0 siz = (|
— Etude de la dérivabilité en 0 (plus besoin de distinguer 0" et 07)
(0) ¢ i o(z?) 1 1
. y(x)—y(0) .. x—arctanx 3 s B
Onahén por —hén 3 —hénT—hgnngo(l)—g

1
Comme la limite existe et est finie, on en déduit que |y est dérivable en 0, et que 3/'(0) = 3

~ On vérifie que 0 x ¢'(0) + 2y(0) Ce qui est bien le cas

140

e Conclusion: il existe une et une seule solution sur Rquiest|y : R — R

x — arctan(x) ,
o {2 SRl

0 siz=0

Serge Lemarquis 22



23

6 Reconnaitre les différentes équations différentielles

(" . . . .
/Oexemple 24: identification de I’ennemi!
Dans toutes ces équations, y désigne une fonction inconnue et x une variable réelle

i) ‘ 2y — 4y +3y =0 ‘ et ’ y" + 4y + 4y = 0 | sont des exemples d’équations différentielles

linéaires, homogénes, du second ordre a coefficients constants.
Dans le paragraphe [3.2] des théorémes nous
e donnent la solution générale de ces équations

e assure que l'ensemble des solutions est un ev de dimension 2 (sev de F(R,K))

i) |y +

y = 0] est un exemple d’équa.diff.

1
vVae—1

linéaire, homogéne, du premier ordre
Dans le paragraphe [2.1] des théoréme nous
e donnent la solution générale de cette équation

e assure que l’ensemble des solution est un ev de dimension 1 (sev de F(]1, 4+ oo[,K))

1
iii) | (z —2)y + —=y = 0| est un exemple d’équa.diff.

Vo —1

linéaire, homogéne, du premier ordre

pour lequel il n’existe aucun théoréme & notre programme!

iv) ‘y’ + cos(z)y = sinx ‘ est un exemple d’équa.diff.

linéaire, non homogéne, du premier ordre
Dans le paragraphe [2.2] des théoréme nous
e donne la solution générale de cette équation

e assure que la solution générale de cette équation s’écrit comme. ..

V) ‘wy’ + (z+3)y = sinx‘ est une équation différentielle

linéaire, non homogéne, du premier ordre

pour lequel il n’existe aucun théoréme & notre programme!

vi) |y" +In(x)y’ + (1 — 2?)y = 0| est un exemple d’équation différentielle

linéaire, homogéne, du second ordre a non coefficients constants.
Dans le paragraphe [3.1] des théorémes nous
e donnent la solution générale de ces équations
e assure que l'ensemble des solutions est un ev de dimension 2 (sev de F(]0, 4+ oo[,K))

vii) ‘xy” + (z +3)y =sinz ‘ est une équation différentielle

linéaire, non homogéne, du second ordre a coefficients non constants

pour lequel il n’existe aucun théoréme & notre programme!

viii) |y + 2y’ + (1 — 22)y = cos(z) | est un exemple d’équation différentielle

linéaire, non homogéne, du second ordre a non coefficients constants.
Dans le paragraphe [3.1] des résultats nous

e donnent une méthode pour résoudre ces équations dans certains cas

e assurent que la solution générale de cette équation s’écrit comme la somme. . .
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7 Retour sur un théoréme d’algébre linéaire

On revient sur le théoréme ci-dessous:

théoréme 12: solution d’une équation linéaire

&

Soit f € L(E,G) et a € G.
On considére 'équation linéaire f(u) = a d’inconnue u
1. L’équation a au moins une solution ssi a € Im(f)

2. si ug est une solution particuliére, alors

‘u est solution si et seulement si u s’écrit u = ug + v avec v € ker(f) ‘

c’est a dire que la solution générale d’une équation linéaire est donnée par la somme d’une
solution particuliére et de la solution générale de l’équation sans second membre:
on utilise parfois un abus d’écriture en écrivant que I’ensemble des solutions est

S = ug + ker(f) = {uo + v|v € ker(f)}

COexemple 25:
On considére | ¢ : C*(I,K) — C°(IK)

y — Y +ay

On note Sy | S| 'ensemble des solutions de 'équa.diff. ¥/ + a.y =0 [y + a.y = b]

e [l est clair que ¢ est une application linéaire: la vérification serait triviale.

e On remarque que Sy = ker(yp).
Or un théoréme d’algébre linéaire affirme que le noyau d’une application linéaire est un sev.
Nous venons de montrer que Sy est un sev! (mais nous n’avons pas justifié sa dimension)

e Le théoréme 5| affirme que la solution générale de ’équa. diff. y + a.y = b s’écrit comme la solution
générale de ’équation homogéne associée et d’une solution particuliére
(retenons simplement ici que pour toute fonction b € CO(I,K) fizée, I'équa.diff ' + a.y = b posséde
au moins une solution.)

e On en déduit donc que ¢ est une application surjective, car pour toute application b € C%(I,K),
I'équation ¢(y) = b posséde au moins une solution.

En notant fy une de ces solutions, le théo ci-dessus affirme que ’ensemble des solutions de
I'équation ¢(y) = b s’écrit S = fo + ker(yp),

on retrouve bien I'égalité S = fo + S !
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