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GEOMETRIE PLANE: ETUDE METRIQUE

Table des matiéres

Rans 2
[2 Propriétés métriques des courbes planes paramétrées| 3
[2.1 Changement de parametre| . . . . . . . . . . . . 3
[2.2  Abscisse curvilignel . . . . ... L L 4
2.3  Repere de Frenet| . . . . . . . . 7
[2.4  Parameétre angulaire] . . . . . . . ... L 8
25 _Cowrburel . . . . . . 9
[2.6  Développée] . . . . . . 10
[3 Enveloppe d’une famille de droites| 14
[4_Annexe 17

— Soit I un intervalle de R et f une fonction de I — R2.

— On note z et y les fonctions coordonnées de f.

— En résumé, on adonc | f: I Cc R — R? .
t — (z(t)y())
On notera M (t) ou M; le point du plan de coordonnées (x(t),y(t)).

— On dit que (I,f) est un arc paramétré de classe C* lorsque f est une fonction de classe C* sur I.
— On appelle support de la courbe paramétrée et on note I' 'ensemble des points M (t) avec t € I :

T ={M(t) = (@) y@®)lt € I}

— On munira le plan d’un repére orthonormé direct R(O,;,f)

ainsi | OM (1) = 2(£).7 + y(£).] | et | M(t) = O + ()i + y(t) ]
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Rappels

— éq. param. d’une droite connaissant un point A(z4,y4) et un vecteur directeur d= (dy,d2)

La représentation la plus simple est |[R — R?
A — A+ 2d

— &q. cart. d’une droite (D) connaissant un point A(z4,y4) et un vecteur directeur d = (dy,ds)
Soit M le point de coordonnées génériques (x,y). On a les équivalences:

T—x4 di

=0
y—ya da

M(z,y) € (D) & AM et d'sont colinéaires < det(m,cf) =0&

et donc on a comme équation de | (D) : do(x —x4) —di(y —ya) =0

— équ. cart. d’une droite (D) connaissant un point A(z4,y4) et un vecteur normal 77 = (n1,n2)
Soit M le point de coordonnées génériques (x,y). On a les équivalences:

M(zy) € (D) & AM et i sont orthogonaux < AMii=0s <:?j B ;A) . (Zl> =0
— YA 2

et donc on a comme équation de ’ (D) : nmi(x —za)+n2(y —ya) = 0‘

&

définition 1: point régulier, stationnaire, singulier
Soit (I,f) une courbe paramétrée et to € I.
— On dit que le point M(tg) est un point régulier de (I,f) lorsque f;(to) = m’(tg)g—i— y’(to)f £ 0.
Dans le cas contraire, on dit que le point M(tp) est un point stationnaire ou singulier.

— Si tous les points de la courbe sont réguliers , on dit que la courbe est réguliére

— On dit que le point M (o) est un point birégulier de (I,f) lorsque la famille (f(to),f” (to)) est
libre.
(si un point est birégulier alors il est forcément régulier)

J

remarque 1

— La droite tangente a I' en un point M (to) est la droite passant par M(to) et dirigée par le premier
vecteur dérivé non nul. En particulier, si M(tg) est un point régulier alors la droite tangente au
point M(to) est dirigée par le vecteur f'(to) = M'(to):

— une équation paramétrique de cette tangente est | R — R?
A — M(to) +A.M(tg)

_ /
— une équation cartésienne de cette tangente est z = (o) x/(to) =0
y —y(to) o' (to)
— le point M (to) est un point régulier ssi ||f'(to)|| # 0
— on utilise (aussi) la notation différentielle dans ce chapitre.
— —
v d*M
fl(to) = M'(to) = 5 (o) f"(to) = M"(to) = 2 (o)
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2 Propriétés métriques des courbes planes paramétrées

On considére (I,f) un arc paramétré régulier de classe C*, ot k > 1. On note I' son support.

2.1

Changement de paramétre

On sait qu’'un ensemble de points peut étre paramétré de plusieurs maniéres.

COexemple 1: apparition de points singuliers

Considérons | f : [-m, + 7] — R?
t — (Rcost,Rsint)
On reconnait une paramétrisation réguliére (c’est a dire sans points stationnaires) du cercle de
centre O et de rayon R, notons le I’

M

On a (2/(t),y/(t)) = f'(t) = W(t) = (—Rsint,Rcost) = R(—sint,cost) # 0

Le changement de paramétre t = 62 avec 6 € [—+/, + /7| fournit une autre paramétrisation de
I'. Il s’agit de la courbe paramétrée

g: [—\/E,—}—\/?»T] — RQ
6 — (Rcos(6?),Rsin(6?))

On a ¢'(0) = 2RO(—sin(6?), cos(6?)) et de ce fait le point g(0) = (R,0) est un point singulier!
Ainsi ([—/7, + /7|,9) n'est pas une paramétrisation réguliére de T
Une paramétrisation réguliére de I' est

h:]0,+ oo — R?
U — (Rcos(Inu),Rsin(Inw))

D’une maniére générale pour ne pas faire apparaitre de points singuliers lorsque 'on effectue un
changement de paramétrisation il suffit de considérer une fonction dont la dérivée ne s’annule pas
sur 'intervalle considéré:

i) La fonction 6 — 62 a sa dérivée qui s’annule en 0

ii) La fonction In n’a pas sa dérivée qui s’annule!
trés souvent en géométrie, on préférera utiliser la notation différentielle: elle a I'avantage de
limiter le nombre des fonctions et de rendre plus "intuitive" les formules de dérivations.

dans ’exemple précédent, suivant que I' est paramétré par t, 6 ou u,
on note le point courant M (t), M(0) ou M (u),

et_(>10nc le_s> dérivées_pr}emiéres sont notées respec_ti;fe%nt .

dM , . dM aM ) dM dM  dM
W(t)’ 0 0) et %(u) ou plus simplement iy et 0

on a vu qu'en posant t = 6% on avait f(t) = f(0%) = g(0).

En dérivant par rapport & 6 cela donne ¢'(0) = 26.f'(6%) = 20.f'(t)
La notation différentielle permet d’écrire:

I g A oy D mplemens DY 0 AV M
N A R A .
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2.2 Abscisse curviligne

définition 2:

Soit (I,f) une courbe paramétrée, et ty € I.

On appelle abscisse curviligne d’origine ¢y € I la fonction |s: I — R

t t
b /tollfllz/to\lf(U)Hdu
\_ J

remarque 2

~ On a|Vtel, s(t)= fti) V' (u)? + ¢ (u)?du

— Les fonctions z et y étant (au moins) C! sur I par hypothése, on a les fonctions dérivées x' et
y' qui sont continues sur I. Par composition de fonctions continues on peut donc affirmer que la
fonction t — \/a!(t)? + y'(t)? est continue sur I: cette fonction admet donc une primitive sur I
et elle est intégrable sur tout segment inclus dans I

— Comme || f'|| est continue sur I et que ty € I, on peut affirmer que s est I'unique primitive de la
fonction t — || f'(t)|| qui s’annule en ty, c’est a dire ¢’est I'unique primitive de la fonction vitesse
qui s’annule en ty (elle correspond a la distance parcourue sur la courbe si on se fixze comme point
de départ le point M (tg))

— quelle que soit 'origine tg choisi, on a toujours

d
’Vte I,$(t) = Hf’(t)H‘soit encore —i =1l =

i
d dt

~

théoréme 1: longueur d’un arc

Soit (I,f) une courbe paramétrée réguliére, et ¢t; < to deux réels appartenant a I.

La longueur que décrit le point M (t) quand ¢ parcourt U'intervalle [¢1,t2] est donnée par

to , to m to
M) = [Nl = [ ||| ae= [V
t1 t1 dt t1
. J
( )
,Oexemple 2:
4 . , . ],'(t) =
Déterminer la longueur de I'arc défini par avec t € [0,2]
y(t) = ch(t)

- J
solution
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,Oexemple 3:
Montrer qu’une ellipse de grand axe 2a et de petit axe 2b a pour périmétre

2 27
p= \/a2 sin?t + b2 cos? t.dt = \/a2 cos2t + b2sin? t.dt
0 0

\rem: il n’y a pas de formule simple pour le périmétre d’une ellipsel. .. contrairement & son aire

solution:

COexemple 4:
x(t) =t

y(t) =cht
1. Déterminer I'abscisse curviligne d’origine ¢ty = 0 puis celle d’origine tg = 1

On considére 'arc paramétré { avect € R

S 2. Faire un schéma pour illustrer ces notions

solution:
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théoréme 2:

Soit (I,f) une courbe paramétrée réguliére de classe C! | et tg € 1.

1. Une abscisse curviligne fournit une nouvelle paramétrisation de classe C'* de la courbe paramé-

trée
L aM . |laM
2. Pour cette paramétrisation, on a o5 qui est un vecteur de norme un, c’est a dire ||—|| =
s s

la paramétrisation de la courbe par l’abscisse curviligne correspond a son parcours a la vitesse umtaire/

illustration du théoréme 2 et pseudo-démonstration=(derniére figure de la vidéo V055)

COexemple 5: cercle de centre O et de rayon R

— sur larc paramétré (I,f) suivant | f : [-7, + 1] — R?
t — M(t) = (Rcost,Rsint)
on a vu que s : t — Rt était une abscisse curviligne.

— Effectuons le changement de paramétrage u = Rt.
i) t € [-m,+ 7] < u € [-Rm, + R
ii) f(t) = (Rcost,Rsint) = (R.cos %,R. sin %)

iii) on obtient donc comme nouveau paramétrage du cercle

g:[-Rm, + Rr] — R?

u — (R.cos %,R. sin %)

— trés souvent, plutét que de multiplier les noms des paramétres, lorsque I’on paramétre par ’abscisse
curviligne on va encore appeler s le nouveau paramétre(on confond volontairement la fonction s et

le paramétre s): ce qui donnerait ici|g : [-Rm, + Rr] — R?

s — (R.cos %,R. sin %)

ona g (s) = (—sin%,cos %) et donc ||¢/(s)|| = 1

On a deux courbes paramétrées avec le méme support :
t— M(t) = f(t) et s M(s)=g(s)

. ) dM (Rcost,Rsint) th (—si S s)
— on a trouvé que —— = (Rcost,Rsint) et — = (—sin —, cos —
n a trouvé que — R si 7 i, cos - )
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2.3 Repére de Frenet

définition 3:

Soit (I,f) une courbe paramétrée réguliére de classe C'(au moins), et t € [

On appelle:
f'(¢)
— vecteur unitaire tangent au point M (¢) le vecteur T(t) = —_—
L (@)l

vecteur unitaire normal au point M(¢) le vecteur N(t), qui est Iimage de T'(¢) par la rotation
d’angle +m/2
repére de Frenet au point M(#) le repére orthonormé direct (M (t),T(t),N(t))

-

— paramétre angulaire au point M (t) le réel a(t) tel que | T(t) = cos(eu(t)).i 4 sin(c(t)).]

/Oexemple 6:
x(t) =t

y(t) =t3/3
Déterminer le repére de Frenet ainsi que le paramétre angulaire en tout point M (t)

On consideére 'arc paramétré { avec t € R.

solution et illustration V056
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remarque 3 (pratique)

—

d dM
— On a comme notations équivalentes Vt € I,s'(t) = di( ) =1/ @] = 1M )] = H%(t)H
- "(t) o (t -
—ona|T(t) = (x( ) v(®) dans la base (i,j)

—siT = (T,,T,) dans une base orthonormée directe alors N = (=T,,T;) dans la méme base.

R = (43 20

dans la base (i,j)

En particulier on a

— pour alléger les notations, on écrira souvent T' au lieu de T(t), N au lieu de N(t). ..
Avec ces notations, on a alors T = (%,%) et| N = (— % %)
dM
e
B t g M| AN ds dM ds

f dt d

S T T T ds | M w T dds et G =% T
L@l H H

— Un arc paramétré reguher de classe au moins C'! est orienté par les directions des vecteurs unitaires
tangents, c’est a dire par le sens de parcours de la courbe.

2.4 Paramétre angulaire

{g théoréme 3: théoréme de relévement(admis)

Si f est de classe C? sur I alors il existe une fonction o de classe C! sur I telle que

Vi € I,T(t) = cos(a(t)).i + sin(a(t)).j

remarque 4

— Le vecteur f(t) est par définition un vecteur unitaire. 1l est donc certain que pour tout t € I
fixé, il existe une quantité a(t) € R tel que T(t) = cos(a(t))i + sin(a(t))j. Le point important du
théoréme précédent est que la fonction o peut étre choisie de classe C! sur I (lorsque f est C?
sur )

— La fonction o n’est pas unique. Mais deux fonctions oy et ao qui vérifieraient le théoréme 3
seraient égales sur I modulo 27

— Si on ne trouve pas facilement ’angle «, on peut quand méme trouver sa dérivée de la maniére

suivante : ,

grace au calcul du vecteur tangent, on obtient tan( ) = L

x/
y Ly
donc (1 + tan*(a))a’ = (%) et alors o/ = 3:7
x

14 (Ly

— En notant (0,i(0),5(0)) le repére polaire usuel, application a est donc telle que T(t) = @(a(t))
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2.5 Courbure

q .. )
{;} théoréme 4: et définition de la courbure
Soit (I,f) une courbe paramétrée de classe C? au moins.
: . o ar
i) Il existe un unique réel ~ tel que T = N |
s
ii) Ce réel est appelé la courbure de I" au point M
1
iii) Lorsque 7y # 0, le réel R = — est appelé le rayon de courbure au point M
N 1 J
( )
,Oexemple 7: cercle de centre O et de rayon R
i) cercle décrit dans le sens trigonométrique
— considérons | f:] — 7w, + 7] — R?
t — M(t) = (Rcost,Rsint)
— ona:Vt €] —m, 4], f/(t) = (—Rsint,Rcost) = R(—sint,cost) = R(—sint.i + cost.))
- on a: Vt €] =, + @, ||f ()| = |R|.||(—sint, cost)|| = |R|.1 = R
!
" £ -
— Ainsi T(t) = i = N(t) =
1@l
et a(t) =
ii) cercle décrit dans le sens horaire
ceci revient & changer ¢ en —t dans I’exemple ci-dessus
— considérons | f : ] — 7, + 7] — R?
t — M(t) = (Rcost, — Rsint)
— on a: Vt €] —m, + 7, f'(t) = (—Rsint, — Rcost) = R(—sint, — cost) = R(—sint.i — cost.j)
—ona: Vt €] —m, + 7, ||f'(t)|| = |R|.||(—sint, — cost)|| = |[R|.1 = R
!
" t; -
— Ainsi T'(¢t) = I = N(t) =
17 @Il
et a(t) =
- J

remarque 5

Si le vecteur tangent ? est facile a dériver alors on peut aussi calculer le rayon a l’aide de la formule
dT _dsdT __ds
dt ~ dt ds  dt

suivante :
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I )
{g théoréme 5: relations de Frenet
| dr ' ) dy v
. lecosa=— = — sina=— =%
ds ¢ ds s
= = . = = df . = =
2. |T = cosa.i +sina.j N:d—:—sma.z—i—cosa.]
o
da o
3. |ly=—=—
U ds s
1 d !
4. en un point birégulier y #0 et | R = — = E
v  da o
5. Relations de Frenet :
dM = dT e AN T
— =T —=79.N==.N — =T =-=T
ds is " "R ds | R
6. (HP) vitesse et accélération dans le repére de Frenet
— —
dM _ (ds) = M (s =z (ds\? o
"&)=——=|—|T "(t) = =(—|T — N
I =5 <dt> F'0 = (dt2> +<dt> 7
/. /I /‘ ! d t ! gl
7 (HP): [y = BV Yt et(f'.f")
(x/2 + y/2)3/2 Hf/H:i
- J
2.6 Développée
(7 1rgo s )
Wdeﬁnltlon 4:
Soit (I,f) un arc paramétré birégulier de classe C2 et I' son support.
On appelle:
— centre de courbure de I' au point M le point C' défini par | M (% = R.ﬁ cad |C' =M + Rﬁ
— cercle de courbure de I' au point M le cercle de centre C' et de rayon |R|
— développée de l'arc T le lieu(=I"ensemble) des centres de courbure de T
le cercle de courbure est le cercle tangent en M a la courbe qui approche le mieux la courbe en M
L de méme que la droite tangente en M est la droite qui approche le mieux la courbe en M )

Serge Lemarquis
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( o < .
,Oexemple 8: arche de cycloide: trés classique
soit I'arc paramétré ¢t — M (t) = (z(t),y(t)) = (t —sint,1 — cost) avec t €]0,27[= I.
/

. t) =
— les fonctions x et y sont de classe C*° sur I, et 'on a { g,gt)

) =

— ainsi 2/(t)2 4+ ¢/ (t)* = (2sin? §)? + (2sin § cos §)? = 4sin? L(sin? § + cos? L) = 4sin® L
Comme t €]0,27] on a t/2 €] [ et donc sin £ > 0, ainsi
d t
s'(t) = d—j(t) = Vot + /(1) = 2sin
- Dlon T(t) = ( ) ) = ( ; ) et N(t) = ( : )
— On a donc a(t) = ( , )
t
— Par la méthode de votre choix, montrer que | R = —4sin —

— le centre de courbure a donc comme coordonnées
C=M+ %]\7 = (t —sint,1 — cost) — 4sin 5(—cos §,sin §) = (¢t +sint,cost — 1)
on peut remarquer que C(t +m) = M(t) + (7, — 2)
donc la développée de la cycloide est I'tmage d’elle-méme par la translation de vecteur wi — 27

(on verra plus tard que
"la développée a T est
lenveloppe des normales o T'")

-
e

théoréme 6:

La droite normale en M a I"

est tangente en C' a la développée.
-
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( )
,Oexemple 9:
On considére I'arc paramétré (R, f) avec f: R — R22
t
t — (g,tcht —sht)
1. La courbe est-elle réguliére?
2. Déterminer le repére de Frenet 1a ou il peut étre défini.
3. Expliquer pourquoi la courbe posséde une tangente en M (¢t = 0) et donner cette tangente.
9 4. Déterminer ’abscisse curviligne d’origine ¢ = 0 )
( . , . . )
,Oexemple 10: développée du graphe de la fonction exponentielle
On considére I'arc paramétré par f(t) = (t,e!) avec t € I = R.
Montrer que:
¢
=1 t _ € 1 2t ot —t
T—W(l,e)et’y—metenﬁnC—(t 1 e ,26 +e )
Chercher la longueur de l'arc entre M (0) et M (1)
\En quel point la courbure « est-elle extrémale? )
( )
,Oexemple 11:
1
Chercher la développée de 'arc paramétré: z(t) = y(t) =th(t) avec t € R
ch(t)
- J
( )
,Oexemple 12: Parabole
2
Soit p > 0 fixé. On considére la parabole paramétrée par (z(t),y(t)) = (2—,75) avec t € R.
p
Déterminer la développée de cette parabole.
- 3t? t3
On devra trouver v = CETIEE et C(t) = (Qp +p,— ]92)
Ci-dessous la parabole et sa développée.
- J
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COexemple 13: Ellipse
On consideére la courbe ' paramétrée par f :t — M(t) = (2cost,sint) avec t € [0,27]

1. Déterminer la développée de I'
2 3
On d t = tC(t) = [ =cos®t, — 3sin3t
n devra trouver vy (Asin? 1 + cos2 )32 et C(t) <2 Cos sin )

2. Faire I’étude compléte de la développée et la représenter sur un méme dessin que I’

3. X étant un scalaire fixé, a tout point M (¢) € I' on associe le point Q(t) défini par
Q(t) = M(t) + A.]T(t; (le vecteur m étant le vecteur unitaire normal au point M (¢) déterminé
a la question précédente.)
On s’intéresse au lieu de Q(¢) c’est a dire a l'arc paramétré g : t — Q(t) avec t € [0,27].
Intuitivement que pensez-vous de la forme et de la position de I lorsque A < 0?7 Lorsque A > 07

AN
r/

. J
(" N
,Oexemple 14:
T = 2cost+ cos2t m: 6cost — 3cos 2t
Montrer que la développée de ’'arc + est I'arc
y = 2sint —sin2t y: 6sint 4 3sin 2¢

4
T

Montrer que 'on passe d’une courbe a Iautre par une transformation géométrique trés simple. (On
(pourra considérer le changement de paramétre ¢ «+— ¢ + )

J
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3

Enveloppe d’une famille de droites

&

COexemple 15:

On souhaite déterminer ’ensemble des droites qui sont tangentes au cercle de centre A(1,0) et de rayon |2

1. Géométriquement:

2. Analytiquement:

~N

Pour tout ¢ réel, on considére le point B(t) qui appartient au cercle tel que (ZAB(t;) =t.
Donner les coordonnées du point B(t), du vecteur normal & la tangente au cercle passant par B(t)
puis une équation cartésienne de cette derniére

Donner une représentation paramétrique du cercle, puis une équation cartésienne des tangentes au
cercle. )

-

(. ..
W définition 5:

~

— On appelle famille de droites, et on note (Dy)ies, un ensemble de droites indexées par un réel
t appartenant a un certain intervalle réel J

— On appelle enveloppe de la famille (D;)ic tout courbe I' telle que

i) chaque droite D; soit une tangente a I"

ii) T" ne posséde pas d’autres tangentes que les droites (Dy)ie

Pourt € J fixé, le point de I' en lequel la droite tangente est la
droite (Dy) s’appelle le point caractéristique de la droite (Dy)

remarque 6

La famille de droites (D)1 peut étre représentée par
1. une famille d’équations cartésiennes de droites: D(t) : a(t)x + b(t)y + ¢(t) = 0 ot a,b et ¢ sont
des fonctions définies sur l'intervalle I a valeurs dans R
exemple: D(t) : cos(t).z +sin(t).y —1 =0
2. une famille de représentations paramétriques de droites: D(t) : A — A(t) + AU (t) ol A et u sont
des fonctions définies sur intervalle I & valeurs dans R?
exemple: D(t) : A+ (cost,sint) + A(—sint, cost)

— On pourra remarquer
qu’il s’agit de la méme
famille de droites...la
voici  représenter  ci-
contre!

8!
S
SN

=N

=

S
S

<S

— La famille de droites est
la famille des tangentes
au cercle de centre O et
de rayon un.

S

1>
B

10008
LIRSS

2y
2

o

2=

Wz

Z
..izf:;'

— Autrement dit: len-
veloppe de la famille
de droites est le cercle

C(0,1)!
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( . . <)
,Oexemple 16: Une courbe I' est I’enveloppe de la famille des droites tangentes a I
ci-dessous on represente la famille des tangentes & la cycloide étudié a I'exemple [8] c’est & dire les droites

D; de représentation paramétrique: A — (t — sint,1 — cost) + A(sin 2 Cos —

5)

1
AARY

\\
%\\

L LRSI

Q>
QRSN
ZRESIEERES
oo l0ot st essusien!
SN

COexemple 17:

Soit un réel @ > 0. Une droite variable coupe (Oz) en M et (Oy) en N tels que OM + ON = a.
On obtient ainsi une famille de droites : introduisons le paramétre ¢, par exemple, comme abscisse du point
On a donc M (t,0) et N(0,a—t). A vous d’écrire les équations, cartésiennes et paramétriques, des droites
(D¢) = (M N)! Voici ce que 'on obtient si I'on représente quelques droites de cette famille:

AN

M.

20

154

5

15 20

20

154

15 20

y_
1

20

Mais comme t =

-

2

On trouvera comme représentation paramétrique de l’enveloppe (z = —.y
a
r+a—vy

En se plagant dans un repére lié aux deux bissectrices, on trouve X =

t2

, on obtient comme équation cartésienne 4ax = (a + x — y)2.

av'?2 Y2
7\f+

4

: ¢’est une parabole !

av2
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remarque 7

— L’enveloppe d’une famille de droites n’existe pas nécessairement: penser 4 une famille de droites
paralléles !

%méthode 1: comment déterminer ’enveloppe d’une famille de droites

Soit (Dy)ses une famille de droites de représentation paramétrique A — A(t) + X. 7 (t).
Notons & I'enveloppe de cette famille.
On a les équivalences suivantes:

P(t) € D,

le point P(t) € £ <=
Dy est la tangente a £ en P(t)

AN(t) € R, tel que P(t) = A(t) + A(t).4d(t)
P'(t) et @(t) sont colinéaires

or P/ =A"+ N.d+ \d' et ainsi:
P'(t) et 4(t) sont colinéaires <= det(A’ + N4 + \.@',@) =0
<= det(A’,@0) + X.det(i,@) + \. det(i’,i@) = 0
det(A’,d)

A= deta )
— det(a’,7)

~
théoréme 7: enveloppes des normales: 2nde méthode pour trouver la développée!

Soit (I,f) une courbe paramétrée de classe C?(au moins) de support T
9 L’enveloppe des droites normales a I' est la développée de T’

J

Serge Lemarquis 16
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4 Annexe

Démonstration théoréme
notons s une abscisse curviligne de (I,f).

— Remarquons que s'(t) > 0 car on a supposé ' réguliére et de ce fait s'(t) = ||f'(t)|| # 0 (et donc > 0).

— Ainsi s est une fonction continue et strictement croissante sur lintervalle I. Par le théoréme de la
bijection on sait que J := s(I) est un intervalle et que, s réalise une bijection de I sur J = s(I).

~ Onadunepart| s: 1 — J=s(I) |etdonc| s t:J — I
t — s(t) u — s 1(u)

— D’autre part| f : I — R?

t — f(t)
On peut donc paramétrer T' de la maniére suivante | g :J — R?
w — f(s7'(w))
1
— Calculons maintenant g'. On se rappelle déja que (s=1) = —— D’ou:
s'os
- - 1 - s~ tw) L
/ 1y/ ! 1 / 1
gw)=(s)(uw)f(s(uv) = ————f(s (u) = ———— qui est un vecteur unitaire !
s'(s71(u)) Lf"(s7H ()]
— La notation différentielle "écrit” ce qui a été dit plus haut par
— — — —
dM  dt dM 1 dM 1 dM ; ; vaire |
—_— == ——= —— qui est un vecteur unitaire !
ds —ds dt  ds dt  |[qp| dt "
dt ﬂ

,Oexemple 18:
1. Montrer qu’en tout point birégulier la courbure est non nulle.
2. Montrer qu’en tout point d’une droite la courbure est nulle.

3. Montrer que si la courbure est constante et non nulle alors la courbe est un arc de cercle

Serge Lemarquis 17
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| CORRECTION DE L’EXEMPLE 10|

— Pour tout ¢ réel on note M'(t) = (1,e )
1
N = ——(—€l1)

-~ Ona donc — =1+ T 1,et
\/1+e2t( ) V14 e?
— On a tana = e donc o/ (¢).(1 + tan? a(t)) = €’ par dérivation.
t
e
1+ et
doo do dt et 1 el

ds — dt'ds  1+eX Tye  (1+e)
1 1 2t

7C:M+*ﬁ:(t,€t)—+— +t€
Y e

On trouve donc o/ (t) =

—Onay=—

(—et,1) = (t — 1 — e 2et +e71)

— Pour connaitre les valeurs extremales de v on calcule sa dérivée.

et( 262t)

(1+ e2)5/2°

—In2 , 2V/3
5 ,etlonaalorssz

— La longueur entre les points M (0) et M (1) est donnée par la formule fol Vi+e2tdt =1
Pas facile de calculer cet intégrale, on peut penser poser § = v/1 + e2t, ce qui donne

6 — 1] Vite?

= 717
Tt = 0+ 3

On trouve +/(t) =

~ est maximale pour t =

14€2 2 14-€2
I:/V 0 : 9_/V /2 1/2

1+ —
NG 62 -1 NG -1 6+1 NG

(La valeur n’a pas d’importance)

| CORRECTION DE L’EXEMPLE 14|

2
— On note :]0,§[

— On a pour tout ¢t € I,x(t) = 2cos(t) + cos(2t) et y(t) = 2sin(t) — sin(2t). Les fonctions x et y sont
de classe C* sur R et l'on a pour tout = € I:

3t t 3t t
x'(t) = —2sin(t) — 2sin(2t) = —4sin 5085 et ¢/ (t) = 2cos(t) — 2cos(2t) = 4sin ) sin 3

d 3t 3t 3t
— Ainsi —s(t) = §'(t) = 4] sin 5| = 4sin§ caron at € I et donc 5} €)0,7]

dt
On remarque que sur U'intervalle I tous les points sont réguliers.
t
~ Onadonc|T = (—cos = sm ) et N = sm ,COS =)
2’ 2’ 2
— Le paramétre angulaire « est ici facile & déterminer: on peut prendre |a = 7 — 5
da  d/(t) -1
— On adonc |y(t) = — = =
7(®) ds  s'(t) 35 3t
S1n 5

— On détermine le centre de courbure C(t) par la formule C(t) = M (t) + R(t).ﬁ(t), soit:

3t t
zc(t) = 2 cos(t)+cos(2t) +8sin B sin 5= 2 cos(t)+cos(2t)+4 cos(t) —4 cos(2t) = 6 cos(t) — 3 cos(2t)

t t
yo(t) = 2sin(t) —sin(2t) + 8 sin % cos 5 = 2sin(t) — sin(2t) + 4 sin(t) + 4 sin(2t) = 6 sin(¢) + 3 sin(2t)

— On trouve bien que la développée a pour représentation paramétrique

’t — (6 cos(t) — 3 cos(2t),6sin(t) + 3sin(2t) ‘

Serge Lemarquis 18
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