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les coniques

1 Changement de repére (rappels)

1.1 changement d’origine uniquement

— Soit R(O,ZJ’) un repére orthonormé: on note (z,y) les coordonnées dans ce repére.

— — - = [
M(z,y) dans R(0,i,j) <= OM =zi+yj <= M =0 +z.i+y.j

— Soit © un point du plan, notons (zq,yq) ses cordonnées dans R(O,;J)

— Soit (Q,;J) un autre repére: on note (X,Y’) les coordonnées dans ce repére.

On a donc

Oﬁ = SUQ.Z"‘ ij

- — S S S S
M(X,Y) dans (Q,i,]) <= QM = Xi+Yj <= M =Q+ Xi+Y]

P S
— grace a la relation de Chasles, on peut écire que QM = OM — Oﬁ

ce qui donne X.i+ Yj = zi+ y; — 20— yg.j, en identifiant, on trouve

— La formule ci-dessus est la formule du changement
de repére lorsque 'on garde la méme base:
on retiendra qu’il ne s’agit que de faire
un "décalage" (translation) sur les coordonnées

1.2 changement de base uniquement

X =z-—xq
Y =y-va

— Soit R(0,7,7) un repére orthonormé: on note (z,y) les coordonnées dans ce repére.

e

M(x,y) dans R(OJJ) — OM=zi+yj—=M=0+zi+y]

- =

— Soit (I,J) une base de R?,

notons (z7,y7) [respt (z.7,y7)] les composantes de I [respt J]| dans la base (7,5)

I =

x;.;-i- Yr.

et

Sy

=

J=

x].;-f- ij

=

— Soit (O,f, ) un autre repére: on note (X,Y) les cordonnées dans ce repére.

—

—

M(X,Y) dans (O,[,J) <= OM = XT+Y.J <= M =0+ XI+Y.J

— on a ainsi

— - - - - - -, - -
OM=zi+yj=XI+Y.J=X(zri+yrg)+Y(xsi+ys.j)

en identifiant, on trouve donc

.T:.T[.X+xJ.Y

et

y=yr.X +y;.Y

soit

(

x
Y

)=

xrr
yr

0 ()

— Comme on pouvait s’y attendre, lorsque 'on effectue un changement de repére en gardant la méme
origine, on retrouve la formule de changement de base pour les vecteurs avec la matrice de passage.
Lorsque le changement de base s’effectue d’une bon vers une autre bon, on sait que la matrice de

passage est orthogonale: son inverse est donc simplement sa transposée (pratique pour les calculs)

— En particulier, lorsque I'on passe du repére R(O,ZJ) au repére (O,f,;) on intervertira juste les roles

de x et de y dans les equations.
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les coniques

2

Ellipse

&

.-deﬁnltlon 1: équation reduite d’une ellipse

On dit que la courbe I' est une ellipse lorsqu’il existe un repére orthonormé (Q,f, ) dans lequel T

X2 Y2
§+b—2:1 avec a > b > 0.

— les axes (AA’) et (BB’) sont les axes de symétries de Uellipse

posséde comme équation cartésienne

—  est un centre de symétrie de ’ellipse

— le segment [2A] s’appelle le demi-grand axe

— le segment [Q2B] s’appelle le demi-petit axe
— a est la longueur du demi-grand axe
— b est la longueur du demi-petit axe

une représentation paramétrique

possible de cette ellipse est :

{X = acost

; avec t € [—m, + 7|( ou [0,2,7] ou ...)
Y = bsint

=

~

A exemple 1:

%

On considére I la courbe d’équation 922 + 16y? = 25 dans le repére R(O,z_",;).

1. Montrer que I' est une ellipse.
Dans le repére R(0,i,7) 'équation s’écrit
22 y?
encore 5 + =1

5 ()

On reconnait ’équation de ellipse ci-contre:

2. Donner I'équation de I' dans le repére (€,i,]) avec Q = (1, — 2)

On considére I'y le courbe d’équation 1622 + 9y? = 25 dans le repére R(O,zj)

3. Montrer que I'y est une ellipse!

A exemple 2:

?

W 4B

A exemple 4: en toute rigueur un cercle n’est pas une ellipse

é

On considére Dellipse I' de sommets A(6, — 3), B(3, — 1), A’(0, — 3) et B'(3, —5)

1. Donner son équation dans la repére (Q,ZJ) avec Q) = (3, — 3)

2. Donner son équation dans le repére R(O,;J)

exemple 3:
On considére la courbe d’équation cartésienne 322 + 4y?> — 122 + 8y +4 =0

1. Montrer qu’il s’agit d’une ellipse.

2. Donner les longueurs des demi-axes.

3. Donner une représentation paramétrique de la courbe précédente.

Montrer que dans un repére orthonormé 1’équation cartésienne d’un cercle
est toujours de la forme 22 + y? + ax + By + 7 avec (a,3,7) € R3
En déduire qu’un cercle n’est pas une ellipse!
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les coniques

remarque 1 (des résultats immeédiats par changement de repére)

1. Soit I' courbe d’équation cartésienne

2

— lorsque | a? # (32

xr = o+ acos(t)
y= yo+ Bsin(t)

3 Hyperbole

(z — )2

(y — 90)2

=1

a2

52

avec t € [—m, + 7]

— lorsque | a? = 32|, T est le cercle de centre (x0,y0) et de rayon |a|

i) si |a] > |B], T est une ellipse d’axe principal la droite d’équation y = yo
ii) si |a| < |B], T est une ellipse d’ axe principal la droite d’équation x = xg
iii) dans les deux cas, le centre de I'ellipse est le point de coordonnées (x,yo)

2. la courbe qui posséde I'équation cartésienne ci-dessus a la représentation paramétrique suivante:

.-deﬁmtlon 2: équation réduite d’une hyperbole

bQ

une représentation paramétrique possible :

b
— les droites d’équation Y = —X et Y =
a

— € est le centre de symétrie de I’hyperbole

a

On dit que la courbe I' est une hyperbole lorsqu’il existe un repére orthonormée (Q,f, ) dans lequel
X2 y?

I' posséde comme équation cartésienne | —-
a

=1|laveca >0et b> 0.

— les axes (Q2X) et (2Y) sont les axes de symétries de I’hyperbole

—b
— X sont les droites asymptotes de I’hyperbole.

o

e.acht
bsht

avect € R et e = £1

~

—
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les coniques o

4 exemple 5: hyperbole équilatére (HP)
On dit qu'une hyperbole est équilatére lorsque ses asymptotes sont perpendiculaires.
1. Montrer qu'une hyperbole est équilatére ssi a = b dans son équation réduite

2. Montrer que si une hyperbole est équilatére alors il existe un repére orthonormé R(Ql,fl,fl)
dans lequel son équation est du type X1.Y7 = k avec k constante réelle non nulle.
Etablir la réciproque

4 exemple 6:
% Soit (a,3,7,8) € R* fixé.

at
Montrer, qu’en général, la courbe représentative de la fonction ¢ — w;

dans un repére orthonormé

est une hyperbole

A exemple T7:

|

% Montrer que la courbe d’équation 22 — 4y> = —1 est une hyperbole.

Donner ses asymptotes et son centre de symétrie. La dessiner.

remarque 2 (des résultats immédiats par changement de repére)

(z — 3?0)2 (y — y0)2

— La courbe d’équation 5 — 2 = 1| est une hyperbole
e
R RY:

— La courbe d’équation (2 2350) — (y 630) = —1| est une hyperbole
o

— les hyperboles ci-dessus possédent respectivement les représentations paramétriques suivantes:
x = xo+each(t) x = xo+ Fsh(t)

avect € Rete=*1
y= yo+ Bsh(t) y= yo+each(t)

avect € Rete = +1 et {

conique 2122.tex ) Serge Lemarquis



les coniques 6

4 Parabole

.-deﬁnltlon 3: équation réduite d’une parabole

On dit que la courbe I' est une parabole lorsqu’il existe un repére orthonormé (Q,f, ) dans lequel T

posséde comme équation cartésienne | Y2 = 2pX | avec p > 0

— la droite (2X) est un axe de symétrie de la parabole
— () est le sommet de la parabole.

2
— une représentation paramétrique possible est alors B % avec t € R
Y =t

§® théoréme 1:
Une courbe I' est une parabole lorsqu’il existe un repére orthonormé dans lequel une des coordonnées
est une fonction du second degré de 'autre.

conique 2122.tex 6 Serge Lemarquis



les coniques 7

5 Reéduction des coniques

i définition 4: définition géométrique des coniques (HP)

Soit D une droite, F' un point n’appartenant pas & D et e un réel strictement positif.
On appelle conique de directrice D, de foyer F' et d’excentricité e ’ensemble des points M du plan
tels que M =e
d(M.D)
avec cette définition géométrique, les seules coniques sont les ellipses, les hyperboles et les paraboles.
\_! Et c’est tout! )

D Directrice

parabole :
point

droites sécantes

ellipse cercle

coniques propres coniques dégénérées
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les coniques 8

D’une maniére plus générale, on appelle conique, ou courbe du second degré, toute courbe I' qui posséde
une équation du type

ax? +2bzy +cy? +dr+ey+ f=0

ou (a,b,c,d,e,f) sont des constantes réelles avec (a,b,c) # (0,0,0)

La question qui se pose est la question dite de la réduction de la conique:
Il s’agit a partir d’'une équation du seconde degré de donner la nature de la conique.
Suivant que le terme dit croisé xy est présent ou pas, on procédera de maniéres différentes

¢p méthode 1: réduction d’une conique sans terme croisé

Lorsque b = 0 on met les termes en x et en y sous forme canonique: puis on interpréte, grace aux
équations réduites de référence, le résultat trouvé.

Les différents cas possibles sont les suivants(ils ne sont pas & mémoriser)

— sl a et ¢ sont non nuls:

2 2 d.o eo_d ¢
ax” + cy —|—2d:v+26y—|—f:0<:>a(:v+a) +c(y+g) :;—i—?—f:K
d
— si K =0 et ac > 0 alors I' est un point: (——, — E)
a ¢
. . . a d e
— si K =0 et ac < 0 alors I" I'union de 2 droites: ,/|—|(z+ =)+ (y+-) =0
c a c
fSiK#O,%<Oet%<0alorsF:®
-si K#0, % >0 et % > 0 alors I est une ellipse qui est en fait un cercle si a = ¢

—si K #0, ac < 0 alors I' est une hyperbole

—sia=0etc#0:
2

cy2+2dx+26y—|—f:0(:>c(y—|—§)2:—Qdm+e——f:—2d:c+L
c c

L

—<0alorsT"'=10

c
L
c
— si d # 0 alors I est une parabole

—sid=0et

—sid=0et — <0 alors I est I'union de 2 droites horizontales

— le cas a # 0 et ¢ = 0 est similaire au cas a =0 et ¢ # 0

4 exemple 8: )\ est un paramétre réel

1
; Déterminer la nature de la courbe T'y : (A + 1)2? + (A + 1)z + A2y% +y + 1= 0

A exemple 9:
1. Déterminer la nature et les éléments de la courbe T, d’équation 922 +my? — 18z + 16y — 11 = 0
avec m € R
2. Méme question avec I'y, : ma? +4max + (m — 1)y>? +2=0

Pour chacune de ces deux équations, on pourra s’intéresser également aux nombre de courbes 'y, qui
passe(nt) par un point (x,y) fixé.

(‘ méthode 2: réduction d’une conique avec terme croisé
Voir le polycopié dédié!
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