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1 Hyperplans et formes linéaires

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K.

1. R est un R−ev de dimension un
2. C est un C−ev de dimension un mais un R−ev de dimension 2
En effet:

i) R = {a.1|a ∈ R} = vect(1) et C = {z.1|z ∈ C} = vect(1)

ii) C = {a.1 + b.i|(a,b) ∈ R2} = vect(1,i) avec (1,i) famille libre pour un R−ev.

théorème 1: R et C sont des espaces vectoriels également!

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans le corps de base K.
L’ensemble image d’une forme linéaire est ainsi inclus dans K, c’est donc soit {0} soit K

définition 1: formes linéaires

1. l’application f : R3 −→ R
(a,b,c) 7−→ 2a+ b− 3c

est une forme linéaire sur R3

2. l’application f : R[X] −→ R
P 7−→ P (1)

est une forme linéaire sur R[X]

3. l’application f : R[X] −→ R2

P 7−→ (P (1),P ′(1))
n’est pas une forme linéaire sur R[X]

exemple 1:

1



1 HYPERPLANS ET FORMES LINÉAIRES

remarque 1

– L(E,K) désigne l’ensemble des formes linéaires sur E
(Hors-programme: on l’appelle le dual de E, et on le note E∗ (no comment!))

– L(E,K) et dimE sont deux espaces vectoriels de même dimension, car

dimL(E,K) = dimE × dimK = dimE × 1 = dimE

Soit f une forme linéaire sur E.

Si f est l’application nulle alors ker f = E sinon

{
f est surjective, càd f(E) = K
dimker f = dimE − 1

théorème 2:

Soit E un K− ev de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E.
On dit que F est un hyperplan de E lorsque F est un sev admettant une droite comme supplémentaire
(càd lorsque dimF = dimE − 1)
exemple:
Dans E = R2, les hyperplans sont les droites vectorielles.
Dans E = R3, les hyperplans sont les plans vectoriels

définition 2:

Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :
i.) F est un hyperplan de E
ii.) ∃~a ∈ E \ {~0} , E = F ⊕ vect(~a)

iii.) il existe une forme linéaire f sur E, différente de l’application nulle, telle que F = ker f

iv.) F possède, dans toute base B de E, une équation du type a1x1+ · · ·+anxn = 0 où (a1,a2, . . . ,an)
est un n-uplet non nul d’éléments de K fixés,

théorème 3: un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle

On retrouve le fait que:
– Dans E = R2, les droites vectorielles sont les hyperplans:

elles possèdent une éq. du type ax+ by = 0 avec (a,b) 6= (0,0),
et ainsi D = {(x,y) ∈ R2|ax+ by = 0} ,

En introduisant l’application f : R2 −→ R
(x,y) 7−→ ax+ by

on remarque que D = ker f (c’est bien le noyau d’une forme linéaire non nulle)

– Dans E = R3, les plans sont les hyperplans:
l’équation ax+ by + cz = 0 avec (a,b,c) 6= (0,0,0) est l’éq. d’un plan vectoriel.
En introduisant l’application f : R3 −→ R

(x,y,z) 7−→ ax+ by

on remarque que le plan d’é. ax+ vy + cz = 0 correspond au ker f

exemple 2:
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Soit E = R2[X].
Notons H = {P ∈ E, |P (0) = P ′(2)}

Considérons (X2,X,1) comme base de E.
Notons (x1,x2,x3) les coordonnées dans cette base.
On a l’équivalence

x1.X
2 + x2.X + x3.1 ∈ H ⇐⇒ x3 = 4x1 + x2 ⇐⇒ 4x1 + x2 − x3 = 0

On vient de prouver que, dans la base (X2,X,1), H est caractériser par l’équation 4x1 + x2 − x3 = 0.
On peut en déduire que H est un hyperplan de R2[X]

Une autre manière de justifier que H est un hyperplan de R2[X] serait de considérer l’application
f : R2[X] −→ R

P 7−→ P (0)− P ′(2)
et de montrer que cette application est linéaire.

Ceci prouverait que f est une forme linéaire (autre que l’application nulle), et donc que son noyau est
un hyperplan!

exemple 3:

Soit E =Mn(K).
1. Montrer que F = {M ∈Mn(K)| tr(M) = 0} est un sev de E
2. Donner la dimension de F ainsi qu’un supplémentaire de F dans E
3. Donner une base de F

exemple 4:

Soit E un espace vectoriel de dimension n.
1. L’intersection de p hyperplans est un sev de dimension supérieure ou égale à n− p.
2. Soit un entier p tel que 0 ≤ p ≤ n et F un sev de E de dimension n− p .

Alors il possible de trouver p hyperplans tels que F soit l’intersection de ces hyperplans.
tout sev de dimension n− p est l’intersection de p hyperplans bien choisis

rem: on peut interpréter les hyperplans comme des contraintes: si elles sont indépendantes, elles
abaissent chacune la dimension d’une unité . . .

théorème 4: sev vu comme l’intersection d’hyperplans

Soit n > 2 un entier. On considère les 2 sev suivants

F = {P ∈ Rn[X]|P (1) = 0} G = {P ∈ Rn[X]|P (1) = P (−1) = 0}

1. Justifier que F est un hyperplan de Rn[X]

2. Justifier que G est l’intersection de deux hyperplans. Qu’en déduit-on sur sa dimension?
3. Quelle est la dimension de H = {P ∈ R2[X]|P (0) = P (1) = P (2) = P (3) = 0}?

exemple 5:
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1 HYPERPLANS ET FORMES LINÉAIRES

Considérons le système


x1 + 2x3 + 4x4 = 0

x2 + 2x3 + x5 = 0

x1 − 4x4 + x5 = 0

1. Le cours sur les systèmes linéaires nous dit que l’ensemble des solutions de ce système est un espace
vectoriel de dimension p− r (nombre d’inconnues moins le rang du système)

2. Le système peut aussi s’interprèter comme l’intersection de 3 hyperplans de R5. L’ensemble des
solutions est donc, d’après le théorème précédent, un sev de dimension au moins
Il sera un espace de dimension exactement deux ssi les trois équations sont linéairement indépen-
dantes.

exemple 6:

On se placera successivement dans E = R3 et E = R4 muni de leurs bases canoniques.
On considère la droite vectorielle D = vect(~i+~j − 2~k)

– dans E = R3.
D peut être définie comme l’intersection de 2 hyperplans:

celui d’éq. x1 − x2 = 0 et celui d’éq. 2x1 + x3 = 0

En effet, on a

(x1,x2,x3) ∈ H1∩H2 ⇔

{
x1 − x2 = 0

2x1 + x3 = 0
⇔

{
x2 = x1

x3 = −2x1
⇔ (x1,x2,x3) = x1(1,1,−2)⇔ (x1,x2,x3) ∈ D

– dans E = R4.
D peut être définie comme l’intersection de 3 hyperplans:

celui d’éq. x1 − x2 = 0, celui d’éq. 2x1 + x3 = 0 et celui d’éq. x4 = 0

En effet, on a

(x1,x2,x3,x4) ∈ H1 ∩H2 ∩H3 ⇔


x1 − x2 = 0

2x1 + x3 = 0

x4 = 0

⇔


x2 = x1

x3 = −2x1
x4 = 0

⇔ (x1,x2,x3,x4) = x1(1,1,− 2,0)

⇔ (x1,x2,x3,x4) ∈ D

exemple 7: droite vue comme l’intersection d’hyperplans

Soit E un ev de dimension finie, H un hyperplan de E et F un sev de E de dimension p.
Montrer que F ∩H est un sev de dimension p− 1 ou p

exemple 8:

hyperplan21.tex 4 Serge Lemarquis



1 HYPERPLANS ET FORMES LINÉAIRES

démonstration 1 (démonstration du théorème 4)

1. Soient H1, . . . ,Hp p hyperplans de E avec dimE = n
On sait d’après un théorème précédent que chacun de ses hyperplans peut être vu comme le
noyau d’une forme linéaire non nulle.
Pour tout i ∈ [[1,p]] il existe une forme linéaire fi autre que l’application nulle telle que Hi = ker fi
Considérons alors ϕ : E −→ Kp

~x 7−→ (f1(~x), . . . ,fp(~x))

– il est clair que kerϕ =
p⋂

i=1
ker fi =

p⋂
i=1

Hi

– on a aussi Imϕ ⊂ Kp et donc rg(ϕ) 6 p

– le théorème du rang appliqué à ϕ donne dimkerϕ = dimE − rgϕ > n− p
On a bien prouvé que dim(H1 ∩H2 ∩ · · · ∩Hp) > n− p

2. Soit F un sev de dimension n− p
Considérons G un supplémentaire de F dans E: on a donc E = F ⊕G
Considérons maintenant une base adaptée à cette décomposition: soit (~e1, . . . ,~en−p) une base de
F , et (~ε1, . . . ,~εp) une base de G. La concaténation de ces deux bases donnent une base de E.
Considérons maintenant p hyperplans engendrés à chaque fois par n − 1 vecteurs de la base
ci-dessus, plus précisément

– H1 l’hyperplan engendré par (~e1, . . . ,~en−p,~ε2, . . . ,~εp) (tous sauf ~ε1)
– H2 l’hyperplan engendré par (~e1, . . . ,~en−p,~ε1,~ε3 . . . ,~εp) (tous sauf ~ε2)
– . . .
– Hp l’hyperplan engendré par (~e1, . . . ,~en−p,~ε1, . . . ,~εp−1) (tous sauf ~εp)

Notons (x1, . . . ,xn) les coordonnées dans la base (~e1, . . . ,~en−p,~ε1, . . . ,~εp).
On a alors:

– H1 = {x1~e1 + · · ·+ xn−p~en−p + xn−p+2~ε2 + . . . xn~εp|(x1, . . . ,xn,xn−p+2, . . . ,xn) ∈ Kn−1} est
l’hyperplan d’éq. xn−p+1 = 0

– H2 est l’hyperplan d’éq.xn−p+2 = 0

– . . .
– Hp = {x1~e1+ · · ·+xn−p~en−p+xn−p+1~ε1+ . . . xn−1~εp|(x1, . . . ,xn,xn−p+1, . . . ,xn−1) ∈ Kn−1}

est l’hyperplan d’éq. xn = 0

Considérons un vecteur ~x =
n−p∑
i=1

xi~ei +
p∑

i=1
xn−p+i~εi quelconque de E

On a alors les équivalences suivantes:

~x ∈ F ⇐⇒ x ∈ vect(~e1, . . . ,~en−p)

⇐⇒ xn−p+1 = xn−p+2 = · · · = xn = 0

⇐⇒ ~x ∈ H1 ∩H2 ∩ · · · ∩Hp

Ce qui prouve que F = H1 ∩H2 ∩ · · · ∩Hp
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2 TRACE D’UNE MATRICE CARRÉE

2 Trace d’une matrice carrée

Soit A = (aij)16i,j6n une matrice carrée d’ordre n , on appelle trace de A et on note tr(A) la somme

des coefficients diagonaux de A. On a donc tr(A) =
n∑

i=1
aii

Quelle que soit la valeur de n, la somme des coefficients diagonaux d’une matrice carrée A est toujours
notée tr(A)

définition 3: trace d’une matrice

Quelle est la trace d’une matrice antisymétrique?
exemple 9:

i) l’application tr :Mn(K) −→ K
A 7−→ tr(A)

est une forme linéaire(càd une appli. lin. à valeurs dans K)

ii) pour A et B matrices deMn(K) on a tr(AB) = tr(BA)

iii) deux matrices semblables possèdent la même trace.

Attention! Contrairement à la formule valable pour les déterminants, on n’a pas tr(AB) = tr(A). tr(B)

théorème 5: propriétés de l’application trace

On considère tr :Mn(K) −→ K
A 7−→ tr(A)

. Déterminer le noyau de l’application tr

1. dans le cas où n = 2 2. dans le cas où n = 3 3. dans le cas général

exemple 10: noyau de l’application trace

Peut-on trouver deux matrices A et B deMn(K) telles que AB −BA = In?
exemple 11: classique

Soit E un K−ev de dimension n et u un endomorphisme de E.
On appelle trace de l’endomorphisme u, et on note tr(u), la trace de n’importe quelle matrice
associée à u
cette défintion est légitimée par le fait que deux matrices semblables ont la même trace!

définition 4: trace d’un endomorphisme

Déterminer la trace de l’endomorphisme f : R2 −→ R2

(x,y) 7−→ (2x+ y,x− y)

exemple 12:
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Déterminer la trace de l’endomorphisme u :M2(R) −→ M2(R)

M 7−→
(
1 2
2 1

)
.M

exemple 13:

Soit f un endomorphisme de K2 de trace nulle.
Montrer que f2 est une homothétie.

exemple 14:

Soit E est ev de dimension 1789 et u un projecteur de E de trace tr(u) = 1515.
Donner rg(u), dim(keru) et dim(ker(u− idE))

exemple 15:

On écrit une matrice associée à l’endomorphisme et on calcule la somme des coefficients diagonaux.
exemple:
Soit u : R2[X] −→ R2[X]

P (X) 7−→
∫ 1

0
P (X + t)dt

– On choisit d’écrire la matrice de u dans la base (1,X,X2)

– Le calcul donne f(1) = 1, f(X) = X +
1

2
et f(X2) = X2 +X +

1

3
.

– On a ainsi Mat(1,X,X2)u =

1 1/2 1/3
0 1 1
0 0 1

 et tr(u) = 1 + 1 + 1 = 3

méthode 1: comment déterminer la trace d’un endomorphisme

Déterminer la trace de l’endomorphisme u lorsque:
1. u est l’homothétie de rapport k.
2. u est la projection sur F1 parallèlement à F2

3. u est la symétrie par rapport à F1 parallèlement à F2

exemple 16: Des traces classiques. (on note n = dimE)

Soient u et v deux endomorphismes de E.
On a tr(u ◦ v) = tr(v ◦ u)
rem: on a bien sûr aussi tr(λ.u+ v) = λ. tr(u) + tr(v)

théorème 6: traduction du théorème 5
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