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1 Hyperplans et formes linéaires

Soit F/ un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K.

théoréme 1: R et C sont des espaces vectoriels également!
1. R est un R—ev de dimension un

2. C est un C—ev de dimension un mais un R—ev de dimension 2
En effet:

i) R={a.lla € R} = vect(1) et C = {z.1|z € C} = vect(1)
ii) C = {a.1 + b.i|(a,b) € R?} = vect(1,i) avec (1,i) famille libre pour un R—ev.

Wdéﬁnition 1: formes linéaires

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans le corps de base K.
L’ensemble image d’une forme linéaire est ainsi inclus dans K, c’est donc soit {0} soit K

COexemple 1:

1. Papplication | f: R®* — R est une forme linéaire sur R3
(a,b,c) — 2a+b—3c
2. lapplication | f : R[X] — R est une forme linéaire sur R[X]
P +— P(1)
3. l'application | f : R[X] — R? n’est pas une forme linéaire sur R[X]
P — (P(1),P(1))
.




1 HYPERPLANS ET FORMES LINEAIRES

remarque 1

— L(EK) désigne I'ensemble des formes linéaires sur E
(Hors-programme: on 'appelle le dual de E, et on le note E* (no comment!))

- L(EK) et dim E sont deux espaces vectoriels de méme dimension, car

dimL(EK) =dimE x dimK=dimFE x 1 =dim E

théoréme 2:

Soit f une forme linéaire sur E.

f est surjective, cad f(F) =K

Si f est I'application nulle alors ker f = F sinon ¢ )
dimker f =dimF — 1

-
¢/ définition 2:

Soit £ un K — ev de dimension finie et ' un sous-espace vectoriel de E.
On dit que F est un hyperplan de F lorsque F' est un sev admettant une droite comme supplémentaire
(cad lorsque dim F' = dim F — 1)

exemple:

Dans E = R?, les hyperplans sont les droites vectorielles.
Dans E = R3, les hyperplans sont les plans vectoriels

&

{E} théoréme 3: un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle

Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

i.) F est un hyperplan de FE

ii.) 3@ e E\ {0}, E = F & vect(d)

iii.) il existe une forme linéaire f sur F, différente de application nulle, telle que F' = ker f
)

iv.) F posséde, dans toute base B de F, une équation du type ajz1+- - -+apx, = 0ol (ay,as, ... ,ay)

est un n-uplet non nul d’éléments de K fixés,

-
,Oexemple 2:
On retrouve le fait que:

— Dans E = R?, les droites vectorielles sont les hyperplans:

elles possédent une éq. du type ax + by = 0 avec (a,b) # (0,0),
et ainsi | D = {(z,y) € R?|ax + by = 0} |,

En introduisant Papplication | f : R?2 — R
(x,y) — ax+by

on remarque que D = ker f (c’est bien le noyau d’une forme linéaire non nulle)

— Dans E = R3, les plans sont les hyperplans:
I'équation ax + by + cz = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0) est I’éq. d’un plan vectoriel.

En introduisant 'application | f : R® — R
(x,y,2) — ax+by

on remarque que le plan d’é. ax + vy + cz = 0 correspond au ker f
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COexemple 3:
Soit E = Ry[X].
Notons H = {P € E, | P(0) = P'(2)}

Considérons (X2 ,X,1) comme base de E.
Notons (x1,x2,x3) les coordonnées dans cette base.
On a I’équivalence

ml.X2+x2.X+:1:3.16H<:>x3:4x1+x2<:>4x1+332—$3:0

On vient de prouver que, dans la base (X2,X,1), H est caractériser par l’équation 4x1 + xo — w3 = 0.
On peut en déduire que H est un hyperplan de R?[X]

Une autre maniére de justifier que H est un hyperplan de Ry[X] serait de considérer I’application

f:Ro[X] — R et de montrer que cette application est linéaire.

P +— P(0)-P(2)
Ceci prouwverait que f est une forme linéaire (autre que l’application nulle), et donc que son noyau est
un hyperplan! )

,Oexemple 4:

Soit £ = M,,(K).
1. Montrer que F' = {M € M, (K)|tr(M) = 0} est un sev de £
2. Donner la dimension de F' ainsi qu'un supplémentaire de F' dans F
3. Donner une base de F

théoréme 4: sev vu comme l’intersection d’hyperplans
Soit ' un espace vectoriel de dimension n.
1. L’intersection de p hyperplans est un sev de dimension supérieure ou égale a n — p.

2. Soit un entier p tel que 0 < p < n et F un sev de E de dimension n — p .
Alors il possible de trouver p hyperplans tels que F' soit 'intersection de ces hyperplans.
tout sev de dimension n — p est l’intersection de p hyperplans bien choisis

rem: on peut interpréter les hyperplans comme des contraintes: si elles sont indépendantes, elles
abaissent chacune la dimension d’une unité . ..

COexemple 5: )
Soit n > 2 un entier. On considére les 2 sev suivants
F={PeR,[X]|P(1)=0} G={PeR,[X]P(1)=P(-1)=0}
1. Justifier que F est un hyperplan de R, [X]
2. Justifier que G est 'intersection de deux hyperplans. Qu’en déduit-on sur sa dimension?
L 3. Quelle est la dimension de H = {P € Ry[X]|P(0) = P(1) = P(2) = P(3) = 0}7? )
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COexemple 6:

1 +2x3+4x4 =0
Considérons le systéme ¢ z9 +2x3 +25 =0
T1 — 4x4 + x5 =0
1. Le cours sur les systémes linéaires nous dit que ’ensemble des solutions de ce systéme est un espace
vectoriel de dimension p — 7 (nombre d’inconnues moins le rang du systéme)

2. Le systéme peut aussi s’interpréter comme 'intersection de 3 hyperplans de R®. L’ensemble des
solutions est donc, d’aprés le théoréme précédent, un sev de dimension au moins
Il sera un espace de dimension exactement deux ssi les trois équations sont linéairement indépen-

\_ dantes. y
e ; " : )
,Oexemple 7: droite vue comme l’intersection d’hyperplans
On se placera successivement dans F = R3 et £ = R* muni de leurs bases canoniques.
On consideére la droite vectorielle D = vect(i + j — 2k)
— dans E = R3.
D peut étre définie comme l'intersection de 2 hyperplans:
celui d’éq. x1 — x9 = 0 et celui d’éq. 221 + 23 =0
En effet, on a
Ty — =0 Ty ==
(331,$2,1’3) € HHNHy & ! 2 =4 2 ! =4 (%1,1‘2,333) = Il(l,l,—2) =1 (.751,%2,1‘3) S
201 +x3 =0 r3 = —211
— dans E = R*.

D peut étre définie comme l'intersection de 3 hyperplans:

celui d’éq. 1 — 9 = 0, celui d’éq. 221 + x3 = 0 et celui d’éq. 4 =0

En effet, on a
Tr1 — X2 =0 ro =1
(w1,m2,23,04) € HINHyNH3 & {2z + 23 =0 {23 =221 < (11,72,23,74) = 71(1,1, — 2,0)
T4 =0 Ty = 0
& (r1,x2,23,x4) € D
. (71,22,73,24) )

,Oexemple 8:
Soit F un ev de dimension finie, H un hyperplan de E et F' un sev de F de dimension p.
Montrer que F' N H est un sev de dimension p — 1 ou p
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démonstration 1 (démonstration du théoréme |4

1. Soient Hy,...,H, p hyperplans de E avec dimE =n
On sait d’aprés un théoréme précédent que chacun de ses hyperplans peut étre vu comme le
noyau d’une forme linéaire non nulle.
Pour tout i € [1,p] il existe une forme linéaire f; autre que I'application nulle telle que H; = ker f;
Considérons alors | : E — K?

T — ([(d),....[p(T))

P P

— il est clair que ker o = () ker f; = () H;
i=1 i=1

— on a aussi Im¢ C KP et donc rg(p) < p

— le théoréme du rang appliqué a ¢ donne dimkerp =dimFE —rgp >2n—p

On a bien prouvé que dim(Hy N HyN---NHy) >2n—p

2. Soit F' un sev de dimension n — p
Considérons G un supplémentaire de F dans E: on a donc E = F & G
Considérons maintenant une base adaptée a cette décomposition: soit (€1, ...,€,—p) une base de
F, et (¢1,...,Ep) une base de G. La concaténation de ces deux bases donnent une base de E.
Considérons maintenant p hyperplans engendrés a chaque fois par n — 1 vecteurs de la base
ci-dessus, plus précisément

— Hy I'hyperplan engendré par (€1, ... ,€n—p,2, ... ,Ep) (tous sauf &)
— Hy I'hyperplan engendré par (€1, . ..,6n—p,€1,E3 ... ,Ep) (tous sauf &)
— H), I'hyperplan engendré par (€1, ... ,€n—p,El, - .. Ep—1) (tous sauf &)
Notons (z1,...,z,) les coordonnées dans la base (€1, ...,€n—pE1,...,Ep).
On a alors:
— Hy ={2181 + + Tn—pCnp + Tn—pt282 + - .- TnEp|(T1, -« Ty Tr—pi2, - - - Tp) € KV} est

I’hyperplan d’éq. xp—py1 =0
— Hj est I'hyperplan d’éq.zp,—py2 =0
— Hp = {3:151 + -t xn_pé’n_p +$n_p+151 +.. .xn_lé'p](xl, oy T Tl - e - ,a;n_l) € K"il}
est I’hyperplan d’éq. x, =0
. — n-p — p —
Considérons un vecteur £ = ) ©;€; + »_ Tn_p+i&; quelconque de E
i=1 i=1
On a alors les équivalences suivantes:
T € F < x € vect(el,...,en—p)
= Tnptl = Tp—py2=-=Tp =0
<:>feH1QH2ﬁ-~ﬁHp

Ce qui prouve que F' = Hy N HyN---N H,
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2 Trace d’une matrice carrée

g N\
Wdéﬁnition 3: trace d’une matrice

Soit A = (aij)1<i,j<n une matrice carrée d’ordre n , on appelle trace de A et on note tr(A) la somme

n
des coefficients diagonaux de A. On a donc [tr(A) = > a;
i=1

Quelle que soit la valeur de n, la somme des coefficients diagonauz d’une matrice carrée A est toujours
notée tr(A)

S J
,Oexemple 9:
Quelle est la trace d’une matrice antisymétrique?
{g} théoréme 5: propriétés de ’application trace
i) l'application|tr : M,(K) — K est une forme linéaire(cad une appli. lin. a valeurs dans K)

A — tr(A)
ii) pour A et B matrices de M,,(K) on a ‘tr(AB) = tr(BA) ‘

iii) deux matrices semblables possédent la méme trace.

Attention! Contrairement a la formule valable pour les déterminants, on n'a pas tr(AB) = tr(A). tr(B)

. . )
/Oexemple 10: noyau de ’application trace
On consideére | tr : M, (K) — K . Déterminer le noyau de 'application tr
A — tr(A)
1. dans le cas o n = 2 2. dans le cas oun =3 3. dans le cas général )
. )
,Oexemple 11: classique
Peut-on trouver deux matrices A et B de M,,(K) telles que AB — BA = I,,? )
e eps . )
ng définition 4: trace d’un endomorphisme
Soit £ un K—ev de dimension n et v un endomorphisme de E.
On appelle trace de 'endomorphisme u, et on note tr(u), la trace de n’importe quelle matrice
associée & u
cette défintion est légitimée par le fait que deux matrices semblables ont la méme trace! Y

Oexem le 12:
p p

Déterminer la trace de 'endomorphisme f: R? — R?
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,Oexemple 13:

Déterminer la trace de I’endomorphisme

u: Ma(R) — My(R)

1 2
M |—><2 1>.M

,Oexemple 14:

Soit f un endomorphisme de K? de trace nulle.
Montrer que f? est une homothétie.

COexemple 15:

Soit E est ev de dimension 1789 et u un projecteur de E de trace tr(u) = 1515.
KDonner rg(u), dim(keru) et dim(ker(u — idg))

méthode 1: comment déterminer la trace d’un endomorphisme

On écrit une matrice associée & 'endomorphisme et on calcule la somme des coefficients diagonaux.
exemple:

Soit |u: Ro[X] — Ry[X]
1
P(X) —> / P(X +t)dt
0
— On choisit d’écrire la matrice de u dans la base (1,X,X?)

1 1
— Le calcul donne f(1) =1, f(X) =X + 3 et f(X?)=X2+X+ =,

1 1/2 1/3
— On a ainsi | Mat(; x x2yu= [0 1 1

0 O 1

et’tr(u):l—i—l—i-l:?)‘

COexemple 16: Des traces classiques. (on note n = dim F)

~
Déterminer la trace de I’endomorphisme u lorsque:
1. u est ’homothétie de rapport k.
2. u est la projection sur F} parallélement a Fj
S 3. u est la symétrie par rapport & F; parallélement a Fy )

théoréme 6: traduction du théoréme

Soient u et v deux endomorphismes de F.
On a‘tr(uov) :tr(vou)‘

rem: on a bien sar aussi tr(A.u + v) = . tr(u) + tr(v)
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