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1 Définitions

1.1 Notion de matrice

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

e On appelle matrice & n lignes et p colonnes a coefficients dans le corps K toute famille de n x p
éléments de K. On utilise deux indices pour décrire une matrice.(a;;)1<i<n

1<j<p
aip aiz ... daip
) . a1 a2 ... Ga2p N . N
e On représente une matrice en tableau ] ] ) ] ou le coefficient a;; se trouve a
Gpl ap2 ... Gpp

I'intersection de la ligne numéro 7 et de la colonne numéro j.

e On désigne une matrice a l'aide d’une lettre généralement majuscule: par exemple A = (ai;)1<i<n

1<
e On appelle i-éme vecteur ligne de la matrice A le vecteur de KP suivant L; = (a;1,a42, . . . ,aip) Ej ]Igp.
ai;
e On appelle j-éme vecteur colonne de la matrice A le vecteur de K" suivant C; = : e K".
Qnj

e Ainsi, il existe n vecteurs lignes et p vecteurs colonnes pour la matrice A précédente

C, Cy ... G,
L1 aill ai19 ... QG1p
L2 a1 a2 e agp
Ly \an an2 ... app

e Une matrice qui posséde une seule ligne est dite matrice ligne ou uniligne

e Une matrice qui posséde une seule colonne est dite matrice colonne ou unicolonne

e Une matrice a une ligne et une colonne est dite matrice scalaire

e On appelle matrice carrée d’ordre n toute matrice a n lignes et n colonnes

e M, ,(K) désigne 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnesa coefficients dans K

e On préfere noter M,,(K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans K.

type de matrice carrée définition représentation

all 0 0

matrice diagonale Vi#j a;j=0 0o . 0
0 0 apn
ail ... Qin

matrice triangulaire supérieure | Vi > j a;; =0 0 .
0 0 anpn

all 0 0

matrice triangulaire inférieure | Vi <j a;; =0 ()
Gnl - Qpp

e On identifie toujours M; (K) et K

exemple: la matrice scalaire (3) est identifié au réel 3

e On identifie souvent M,, 1 (K) et K"...mais attention au contexte!!!

. . 1 , :
exemple: la matrice unicolonne (3> est identifié au vecteur (1,3) € R?



1.2 Matrice d’une famille de vecteurs

Soit E un K — ev de dimension n et B = (ef,...,e,) une base de E.

. ..
Wdéﬁnltlon 1:

~

dans la base (X?2,X,1).
(L’espace vectoriel E étant Ro[X] cette fois-ci.)

On appelle matrice de la famille de vecteurs (17{ yeen ,17,3) dans la base B la matrice dont la j-éme
colonne est formée des composantes du vecteur u_; dans la base B. On la note Matg(qﬁ Yo ,172,).
ail  ai12 aip
as az az -
Matg (i, . . . i) = P avec Vj € [1,p],a} = Zaij.gf
i=1
Gn1 @ a
S nl n2 np )
(. )
,Oexemple 1: avec des polyndomes
Soit E = Ry[X]. On note B = (1,X,X?) la base canonique de E.
On considére la famille de vecteurs suivante F = (X2 4+ 2X +3,X? — 1,3X +5)
3 -1 5
e [La matrice de F dans la base Best [2 0 3
1 1 0
1 1 0
e Dans la base (X2, X +1,1) la matrice de Fest [2 0 3
1 -1 2
- J
g . )
,Oexemple 2: avec des vecteurs de R?...et d’autres espaces aussi
Soit £ = R3. On note B = (Z,;,E) la base canonique de E.
On considére la famille de vecteurs suivante F = ((1,1,0),(2,1,0),(1,1,1),(1,2,3).
1 2 11
e La matrice de F dans la base Best [1 1 1 2
0 01 3
1 2 0 -2
e Si on écrit cette fois la matrice de F dans la base (4,5, + j + k) on trouve alors {1 1 0 -1
0 01 3

e Lamatrice précédente est aussi la matrice de la famille de vecteurs (X24+X,2X2%2+X,1,—2X%2— X +3)

e De la remarque ci-dessus, on retient qu’une méme matrice peut étre associée a différentes familles

de vecteurs: tout dépend de la base dans laquelle on écrit la matrice.

-

J

méthode 1: Ecrire la matrice d’une famille de vecteurs dans une base donnée

dans 'ordre, en colonne

On cherche les composantes de chaque vecteur dans la base donnée, puis on écrit ces composantes,




1.3 Matrice d’une application linéaire, d’un endomorphisme

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment associer matrices et applications linéaires. Ceci est trés
important, car on fera souvent le va-et-vient entre ces deux notions dans de nombreux raisonnements.

Soient :

e E une K — ev de dimension p dont une base est B = (ef,...,e,)
— —
e F une K — ev de dimension n dont une base est C = (f1,...,fn)
ie e )
définition 2:
Soit u € L(E,F). On appelle matrice de application linéaire u dans les bases B et C, la matrice de
la famille de vecteurs (u(e), ... ,u(e_p>)) dans la base C. On la note Matgc(u).
aip a2 ... QAip
az az ... azp , - —
Matgc(u) = Mate(u(B)) = [ . .7 7 | aveeVj € [Lplu(e)) =) aij. fi
: : - —
Gnpl1 Aanp2 ... Gpp

%méthode 2: Ecrire la matrice d’une application linéaire

On calcule I'image de chaque vecteur de la base de I’ensemble de départ (on dit qu’on calcule I'image

de la base) et on exprime chacune de ces images dans la base de I’ensemble d’arrivée. Puis on place
ces composantes en colonne

exemple:

e On considére Uapplication suivante |u : R3[X] — Ra[X]

P s 2P — (X +1)P"
e On munit R3[X] de la base B = (1,X,X?,X3), et Ry[X] de la base C = (X?,X,1).
e Onau(l)=0,u(X)=2u(X?) =-2X —2 et u(X3) = —6X

&

00 0 O
e On trouve alors facilement que | Matgc(u) = [0 0 2 —6
0 2 -2 0
g )
,Oexemple 3:
e On considére 'application |u: R?  — Ry[X]
(ab,c) — (a—c)X? + (a+5b)X + (b+2c)
e On munit R? de la base B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) et Ro[X] de la base C = (1,X,X?)
01 2
e On trouve alors que [Matge(u) =1 5 0
1 0 -1
J
)

Gﬁf définition 3: cas particulier des endomorphismes(trés important)

Soit u € L(E). On appelle matrice de ’endomorphisme v dans la base B , la matrice de la famille de

vecteurs (u(ef), . ..,u(ey)) dans la base B. On la note Mats(u).
ailr a2 ... ap
Matg(u) = Matg(u(B)) = a:21 a:22 a:2p avecVj € [1,p], u(e}) = zp:aij.?i)
Gp Ggp . G .




2 Calcul matriciel

2.1 L’espace vectoriel M,, ,(K)

A B BNE ~
définition 4:
Soient A et B deux matrices de M, ,(K), et X € K.
On définit les matrices A + B et A\.A comme éléments de M, ,(K) de la maniére suivante:
A+ B = (aij + bij)lgign et \NA= ()\.aij)lgign
\_ 1<y<p 1<y<p )
(7 1afiis e . . A
définition 5: matrices élémentaires, base canonique
On appelle matrices élémentaires les n x p matrices (E;;)1<i<n définies de la maniére suivante : E;; est
I<i<p
la matrice qui ne contient que des zéros sauf a 'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne
ou se trouve un coefficient égal & 1 (un).
J
0 .0
] 1
Eij = . .
0 :
0 0
Ces n x p matrices élémentaires constituent la base canonique de M,, ,(K)
- J
( )
/Oexemple 4:
10 0 1 00 00
L i K
e La base canonique de M3 (K) est <0 O) , (0 0) , (1 0> , <0 1)
—_——— —— —— Y——
E11 E12 E21 E22
e Dans cette base, la matrice <_12 5> a pour coordonnées (1,3, — 2,5) car on a
1 3
9 5 =1.E11 4+ 3.E19 —2.Fy +5.FE9
D’une maniére plus générale:
n n
o Pour A =(a;;) e Mypp(K)onal|A=> > a;;E;
i=1j=1
e dans le cas ou l'on se trouve dans M,,(K), on a
n N n 1 ...1
Z E;; = I,, matrice unité et Z Z Eij=1|: . | = "matrice Attila ..."
i=1 i=1j=1 1 ... 1
- J

théoréme 1:

(M p(K), +,.) est un K — ev de dimension n x p,
dont la base canonique est constituée des matrices élémentaires.

remarque: en particulier dim M, (K) = n?



{5} théoréme 2:

Soit E un espace-vectoriel de dim p et de base B et,

F un espace-vectoriel de dim n et de base C.

L’application | L(E,F') — M, ,(K) est un isomorphisme.
U — Matgyc (u)

En particulier Matg ¢c(Au + v) = AMatgc(u) + Matg¢(v)

Ceci signifie en particulier, que si [’on se fixe une base de E et une base de F', a toute application
linéaire de E — F correspond une et une seule matrice de M,, ,(K), et reciproquement.

théoréme 3: le théoréme précédent appliqué aux endomorphismes
Soit F un espace-vectoriel de dim n et de base B
L’application | £L(E) — M, (K) est un isomorphisme.
u  +— Matg(u)

Encore plus particuliérement, ceci signifie que si l’on se fize une base de E, a tout endomorphisme
de E correspond une et une seule matrice de My, (K), et réciproquement

COexemple 5:

On note A = Matg(f) = (zl)’ (1)>

Donner I'expression de f dans les cas suivants:
1. E=R?et B = (&1,62) avec €1 = (0,3) et & = (1,0)
e D’apres la matrice, on a f(€1) = €1 + 3 et f(€2) = &,
e On a pour tout (z,y) € R? (z,y) = z.62 + 4.6
o Ainsi f(x,y) = f(z.€2 + §.€1) = x.f(é2) + § f(€1) = x.65 + %(€1 + 3€2) = .(1,0) + £((0,3) +
L’endomorphisme f alors associé o A est | f: R? — R?
(,y) — (z+yy)

2. E=R?et B=(e1,62) avec & = (1,0) et & = (0,1)
e D’apres la matrice, on a f(€1) = €1 + 3€3 et f(€y) = €5
e On a pour tout (z,y) € R?, (x,y) = 2.61 + .65

L’endomorphisme f alors associé o A est | f: R?> — R?
(zy) — (#,3z +y)

3. E=Ri[X] et B=(X,1)
e D’apres la matrice, on a f(X)=1.X+31=X+3et f(1)=0X+11=1
o Ainsi f(a.X +b.1)=a.f(X)+b.f(1)=a. (X +3)+bl=aX+ (3a+1D).1
L’endomorphisme f alors associé a A est | f: Ri[X] — Ry[X]
aX+b — aX+3a+b

o Ainsi f(x,y) = f(x.€1 +y.€2) = x.f(€1) +y.f(€2) = x.(€1 + 3€2) + y.€2 = x.((1,0) + 3.(0,1)) +

théoréme 4: dim L(E,F) = dim £ x dim F
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
Alors I'espace - vectoriel L(E,F) est de dimension finie et I'on a ‘ dim £L(E,F) = dim E x dim F

y.(0,1)



2.2 Produit de deux matrices

définition 6: formule du produit matriciel(trés important)
Soient A = (aij)lgi.gn e My, p(K) et B= (bij)lggp € M, 4(K).

1<y<p 1<5<q
On définit la matrice produit AB comme élément de M, ,(K) de la maniére suivante:

p
AB = (cij)icisn  avec  |cij = ) aikby;j
1<i<q k=1

proposition 1
Soit A une matrice de M,, ,(K).

On peut écrire A avec ses colonnes: A = (C4|...|Cp)
1 »
SiX =] 1] eMipK)alors AX =) x;Cj.
j=1
Tp

("Si X est une matrice colonne, AX est une combinaison linéaire des colonnes de A")

COexem ple 6:

T
1 2 3 [ r+2y+32\ 1 2 3
. (4 5 6) / _<4:U+5y—|—6,z>_x(4>+y<5>+z<6>

o (z y) <le § 2)2(:13—1—4@/ 2045y 3z+6y)==z(1 2 3)+y(4 5 6)

.

proposition 2

Soit A € M, ,(K).
Soit B € M, (K), alors on peut écrire B avec ses colonnes: B = (C1,...,Cy)
Alors: |AB = (ACh, ..., ACy)

("La j-éme colonne de AB est le produit de A par la j-iéme colonne de B")

/Oexemple 7:
Ona<1 2).<10 2)2(12—1>
3 4 01 —1 34 0
et ’on peut remarquer que <1 2> . <1> = <1> <1 2> . <O> = <2> <1 2) . ( 2 ) = (_1
3 4 0 3 3 4 1 4 3 4 -1 0

,Oexemple 8: produit de deux matrices élémentaires
0 sinon
Il faut savoir la redémontrer a ’aide de la formule du produit matriciel

On a la formule F;;. By = 0.1y = (0 est le symbole de Kronecker)




remarque 1

pr

1. pour faire une multiplication, les formats doivent étre adaptés :

1 2 1

. 1 2 3 4 01 -1
5o1entA—<1 9 9 _1) et B = 13 1
2 2 -1

12 21 -2
1 4 6

2. Le produit n’est pas commutatif :
soient A = <1 1) et B = ( 1 I ) alors

On peut calculer AB = ( ) mais, on ne peut pas calculer BA

11 -1 -1

00 2 2
AB_<O 0>_OetBA_<_2 _2),AB;ABA

‘Attention avec les matrices: AB=0#= (A=0ou B=0) ‘

oposition 3 (régles de calculs usuelles)
Sous réserve que les produits existent on a:
1. Le produit de matrices est associatif: (AB)C = A(BC)
2. distributivité: A(b.B + ¢.C) =b.AB + c.AC, (b.B+c.C)A=0b.BA+c.CA
On peut donc parler de bilinéarité du produit matriciel !
3. SiAe M, ,(K)alors Al,=Aet I, A=A

{g théoréme 5: Matrice d’une composée d’applications linéaires

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimensions finies et B, C et D leur base respective.

Soient u € L(F,G) et v € L(E,F).
On a alors 'égalité matricielle suivante : Matg p(u o v) = Matc p(u) x Matg¢(v)

théoréme 6: Matrice d’une composée d’endomorphisme

Soit F un espacee vectoriel de dimension finie et B une base de F
Soient u € L(E) et v € L(FE) deux endomorphismes de E
On a alors 1’égalité matricielle suivante :

‘Matlg(u owv) = Matg(u) x Matp(v) ‘ et pour tout n € N ‘Matg(u") = (Matg(u))"‘

ces deux derniéres formules sont fondamentales pour notre programme

remarque 2

En résumé, on a vu que, une base B étant fixée:

e 4 toute matrice de M,,(K) est associée un unique endomorphisme de E, et réciproquement

Matg(u 4+ v) = Matp(u) + Matg(v)
Matp(Au) = AMatg(u)

Matp(uov) = Matg(u).Matg(v)

3. On remarque ci-dessus qu’il existe des matrices non nulles dont le produit est nul . ..



{3 théoréme 7: c’est ce théoréme qui établit la correspondance entre vecteurs-
applications et matrices
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E et u € L(E).
On a les équivalences

|7 = u(¥) <= Matp() = Mat(u(#)) <= Mats(§) = Mat(u).Matp(7) |

remarque 3 (correspondances entre monde vecteurs/applications et monde matriciel)

Une B de E est supposée donnée, dans laquelle on exprime toutes les coordonnées.
rek X € M, 1(K) u+v € L(F) A+ B e M, (K)
jeE Y € My, 1(K) u? € L(E) A% € M, (K)
u € L(E) A e M,(K) uov € L(E) AB € M,(K)
veL(E) B e M, (K) . vou € L(E) BA € M,(K)
u(¥) € E AX € My 1(K) u ! (siuc€ GL(E)) | A~! (si A € GL,(K))
T+MEE | X + )Y € My 1(K) (u? — 3v)(Z) + 37 (A2 -3B)X +3Y
idg € L(E) I, € M,(K)

{g théoréme 8:

(M, (K), +,.) est un K-espace vectoriel, stable par le produit interne x.
(c’est a dire que la combinaison linéaire de deux matrices carrées d’ordre n est encore une matrice
carrée d’ordre n, et que le produit de deuxr matrices carrées d’ordre n est encore une matrice carrée

d’ordre n)

remarque 4 (des formules classiques avec les matrices carrées)

Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n qui commutent, ( c’est-a-dire que AB = BA).
Alors :

1. toute puissance de A commute avec toute puissance de B.

p
2.VpeN,(A+ B = Y (£).A*.BP™" (avec comme convention A° = I,)
k

p—1
3. Vp e NAP — B7 = (A~ B).(3 AL.Br+ )
k=0

2.3 Transposition

(. ABnBnE )
Wr définition 7:
Soit A une matrice de type (n,p).
La transposée de A , notée *A ou AT, est la matrice de type (p,n) définie par:
tA = AT = (a;j)1<igp avec a;j = aji
1<j<n
9 les lignes de la matrice 'A sont les colonnes de A , et inversement. )
( )
,Oexemple 9:
1 -2
A= <_12 3 _65> et fA=AT = 3 2
-5 6
- J




{E} théoréme 9: les formules avec la transposée
Soient A et B deux matrices et A et u deux éléments de K.

1. |t(tA) = A (AT = A
2. |*(AA + uB) = XA + !B (A 4+ uB)T = XAT 4 uBT
3. |'(AB) =t B.'A (AB)T = BT. AT

Il existe une autre formule également avec la transposée de linverse(voir plus loin)

définition 8: matrice symétrique, antisymétrique
Soit A une matrice carrée d’ordre n.

1. On dit que la matrice A est symétrique lorsque 'A = A (AT = A)

2. On dit que la matrice A est antisymétrique lorsque ‘A = —A (AT = —A)
Ce qui se traduit au niveau des coefficients par :

o A= (ajj)i<ij<n est symétrique ssiV(i,j) € [1, n]?, Q5 = Gj;
o A= (aij)i<ij<n est antisymétrique ssiV(i,j) € [1,n]?%ai; = —aj; .
9 ( On a donc en particulier pour une matrice antisymétrique Vi € [1,n],a; = 0...)

J
COexemple 10: )

. . . b .
e Les matrices symétriques d’ordre 2 sont les matrices du type <Z c> avec (a,b,c) € K quelconque

On note S2(K) l'ensemble des matrices symétriques d’ordre 2.

On a
a b 3
S2(K) = b e | (a,b,c) € K°}
B 10 0 1 0 0 3
{ <O 0)+b.<1 0>+C.<0 1> | (a,b,c) € K}
10 0 1 0 0
-y o) (o) (0 1)
= vect(Eh1, E12 + Ea1, Ea2)
0 a b
e Les matrices antisymétriques d’ordre 3 sont les matrices du type | —a 0 ¢ | avec (a,b,c) € K3
-b —c O
quelconque
On note A3z(K) I'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre 3.
On a
0 a b
A3(K)={|—-a 0 c¢]| |(abec) € K3}
b —c O
0 10 0 0 1 0 0 O
={a.|-1 0 0J+b. 0 0 O)+c |0 0 1] |(abe) cK?}
0 00 -1 0 0 0 -1 0
= vect(E1o — Fo1, F13 — E31,Fo3 — E
L vect (L2 21, 13 31, £023 32) y

10



remarque 5 (Quelques résultats Hors-Programme. .. mais qu’il est préférable de connaitre. . .)

On note Sy, (K) I'ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coefficients dans K,
et A, (K) I'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n a coefficients dans K.
A noter que les ensembles S,,(K) et A,,(K) ne sont pas stables pour le produit interne!

ﬁ} théoréme 10: Propriétés de S,(K) et A,(K)

1. §,(K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(K)
- Sn(K) © An(K) = Mn(K)

. une base de .An(K) est (EU — Eji)1<i<j<n
. une base de Sn(K) est (EZ] + Eji)1<i<j<n U (Eii)lgign

2
3. dim S, (K) =
4
)

COexemp]e 11: dans le cas ot n =2

e On a vu que S3(K) = vect(FE11, E12 + Ea1, Fa2)

e Nous allons montrer que (E11, E12 + Ea1, Ea2) est une base de Sa2(K) en justifiant que c’est une
famille libre.

Soit (a,b,c) e K3 tel que a.Fq1 + b.(Elz + Egl) +c.Fy =0

On a ainsi
a (50w (O ) pe (09 2o
“\0 0 “\1 0 “\o0 1)
a by (0 0
b ¢/ \0 O

Or une matrice est la matrice nulle ssi tous ses coefficients sont nuls,
on en déduit quea=b=c=0

c’est a dire

La famille (E11, E12 4+ E21, Ea2) est ainsi une famille libre et génératrice de S2(K), c¢’en est donc
une base!
On en déduit que dim S3(K) = 3

e On montrerait que A2(K) = vect(E12 — E91)

e Pour justifier que S2(K) @& A2(K) = M2 (K), nous allons montrer que toute matrice de Ma(K)
s’écrit de maniére unique comme la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisy-
métrique.

. a b
So1tM—<c d

Notons S = (g f) et A= (_05 g)

On a les équivalences suivantes

) € M2 (K) une matrice donnée

o =a
Z_Z 5 5 b+c
_ a b\ (a p 0 ¢ =p[+ ~ 9
M_S+A<:><C d>_<ﬁ 7>+<_5 O><:> . :ﬁ_5<:> 5 :b—c
_ 2
d = v =d

ce qui prouve l’existence et 'unicité de la décomposition! cqfd

11



2.4 DMatrices diagonales et triangulaires

Les notations suivantes ne sont pas officielles:
e D, (K) désigne ’ensemble des matrices diagonales d’ordre n.
e 7.7 (K) désigne I’ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n.

e 7,7 (K) désigne I'ensemble des matrices triangulaires inférieures d’ordre n.

théoréme 11:

1. T,F(K), 7, (K) et D, (K) sont des un sous-espaces vectoriels de M,,(K), stables par multiplica-
tion interne X

2. Y(D1,Ds) € D,(K)2,D1.Dy = Do.D; ("deux matrices diagonales commutent")
M0 0\ /M 0 o

3. PourtoutpeNona | 9 -, o =lo0o -. 0
0 0 X\, 0 0 M

remarque 6

A0 0
On peut noter Diag(A1,...,A\,) = | o *-. ¢ |- On a alors les propriétés suivantes :
0 0 A\

L. Diag(M, . An) + Diag(yir, - in) = Diag(M + i1, -+ An + i)
2. Diag(Ai,...,A\n).Diag(pa, . . . ,pn) = Diag(A1pe1, ...\ Antin)

-

-
/Oexemple 12:

a b ¢
On s’intéresse & T3(K) ={[ 0 d e ||(ab,cde,f) € K}
00 f
a b c
En écrivant |0 d e | =aFq11 + bF92 4+ cE13 + dEs + eEs3 + fEs3, on remarque que
0 0 f

%(K) = {CLEH + bE19 + cEq3 + dFEoy + eFos + fE33|(a,b,C,d,6,f) S Kﬁ}

T3(K) est donc ’ensemble des combinaisons linéaires des matrices F11, F12, E13, Ea2, Fas, Ess.

On vient de prouver que
T3(K) = vect(E11, B2, E13, Eaa, Ea3, E33) = vect((Ei;)1<i<j<3)

c’est a dire que (E11, B9, E13, E22, Eas, F33) est une famille génératrice de 73(K).
Cette famille est aussi une famille libre car c’est une sous-famille d’une famille libre, & savoir une
sous-famille de la base canonique de M,,(K)

Conclusion: | (Fjj)1<i<j<3 est une base de T3(K), et dim 73(K) =6

J

{g théoréme 12: dimension de 7, (K), 7,7 (K) et D,(K) (Hors-Programme. . . mais. . .)

1. D, (K) est de dimension n
2. une base de D, (K) est (E)1<i<n

=

1
3. T,F(K) est de dimension n(n;) et une base de 7, (K) est (Eij)i<i<j<n

1
4. T, (K) est de dimension n(n;) et une base de 7,; (K) est (Eij)i<j<i<n

12



2.5 Matrices inversibles

définition 9: matrice inversible

On dit que la matrice carrée A d’ordre n est inversible lorsque 3B € M,,(K),AB = BA =1,
La matrice B est alors appelée 'inverse de A , et on la note A=,

rem: on note GLy,(K) l’ensemble des matrices inversibles d’ordre n.

théoréme 13: propriétés de l'inverse
e Si A est inversible alors son inverse est unique.
e Si A est inversible alors A™! et inversible, et I'on a (A1)~ = 4

e Le produit de deux matrices inversibles est une matrice inversible et ’on a
V(A,B) € GL,(K)?(AB)"! = B~1A~!

Mais attention! La somme de deux matrices inversibles n’est pas forcément une matrice inversible!

remarque 7 (trés important dans la pratique)
Soient A, B et C trois matrices.

e si A= B alors AC = BC et CA = CB (trivial)
e si AC'= BC alors on n’a pas forcément A = B

e si AC' = BC et C est inversible alors on a forcément A = B
On retiendra que si C est une matrice inversible, on a les équivalences

AC =BC <= A=1B CA=CB<+<= A=2B

multiplier les deuxr membres d’une égalité par une matrice inversible donne une égalité équivalente

théoréme 14: lien entre matrice inversible et application linéaire bijective

Soient E et F' deux K-espace vectoriel de méme dimension finie, et de base respective B et C.
Soit u € L(E,F). On pose A = Matgc(u)
Alors on a I’équivalence

’u est bijective (=isomorphisme) <= A est inversible

Al = Matcﬁ(u_l)

Et dans ce cas, on a:

théoréme 15: lien entre matrice inversible et automorphisme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, et B une base de F.
Soit u € L(E), et A = Matg(u)

Alors on a I’équivalence

’u est bijective (=automorphisme de E) <= A = Matg(u) est inversible

et dans ce cas | A~1 = Matg(u~")

13



-
,Oexemple 13:
Soit B et By deux bases de R3, et u un endomorphisme de R3.

1 00
On note A = Matg(u) et A = Matg, (u), et on suppose que A = Matp(u) = [0 2 0
0 01
1. (a) Calculer A%2 — 34 + 213
(b) Que vaut A? — 3A4; + 2137
2. (a) Montrer que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A et de I3
(b) Qu’en déduire sur u? sur A;?
Solution:
1 00
1. (a) OnaA?2= (0 4 0], donc
0 01
1 00 1 00 1 00 0 0 O
A —34+2;=(0 4 0] =3[0 2 o] +2([0 1 0]=(0 0 0] =0u,m
0 01 0 01 0 01 000
(b) On a
A? —3A+2I3=0
c’est a dire

Matg(u2 —3u+ 2id) =03 = O (R)

ce qui nous permet d’affirmer que
u? — 3u + 2id = 0 (rs) (endomorphisme nul)

Dans la base By, l'endomorphisme u® — 3u + 2id est associé a la matrice A3 — 3A; + 2I3.
On a donc aussi (aucun calcul nécessaire!)

A% — 3A1 + 213 =03

2. (a) On remarque que

A2 —3A+2[3 =03 < 34 — A% = 2[5 < gA—%Azzlg
On peut donc écrire
3 1 3 1
—I3—-A) A=A |-I—=-A) =1
(2 572 ) <2 572 ) ’
‘ , , , 4,3 1
Ce qui permet d’affirmer que | A est inversible et que A~ = 5[3 — §A

(b) Comme A est une matrice associée G u, on peut affirmer que

u est bijectif|(=automorphisme de R3) et que |[u™! = %.idRs — %u

14




Comme A; est une matrice associée a u et que w est bijectif, on peut dire que ’ Aj est inversible |.

St on traduit matriciellement [’égalité précédente dans la base By cela donne

3 1 3 1
Matg, (u™1) = Matg, <2.idR3 — 2u> = §Mat[g1 (idgs) — iMatBI (u)
3 1
C’est a dire A1_1 = 51’2 — §A1
- J

-
,Oexemple 14:
Soit E un espace vectoriel, B une base de E

0 0 -1
et u ’endomorphisme de E tel que Matg(u)=| 0 1 0
-1 0 0

L’existence et I'unicité de u sont données par le théoréme

e Une premiére idée pour justifier que u est bijective est de vérifier que Matg(u) est une matrice
inversible, par exemple en calculant son déterminant.

0 0 —1
0 1 O0|=-1%0 donc on en déduit que u est bijective
-1 0 0

100
Ici, on remarque que (Matg(u))* = [0 1 0| = I3 = Matg(idg)
0 01

e On peut donc affirmer que u? = idg. On a prouvé que u est bijective et que son inverse est. . . u.
L (en fait on a prouvé que u est une symétrie vectorielle) )
théoréme 16: important dans la pratique
Soit A € M, (K).
i) S il existe B € M,,(K) telle que AB = I,, alors A est inversible et 'on a A=! = B.
ii) S’ il existe B € M,,(K) telle que BA = I,, alors A est inversible et 'on a A~! = B.
On dit que si A est inversible & droite ou G gauche alors A est inversible.
~

COexemple 15:

. 4 1 1 -1
Soient A = <3 1> et B = (_3 4 )

e Un simple calcul matriciel donne AB = Is.

e Grace au théoréme ci-dessus, on peut affirmer que A est inversible et que A~! = B. 1l n’y a pas
besoin de vérifier la deuziéme égalité BA = I

e On peut évidemment aussi affirmer que B est inversible et que son inverse est A

e Le résultat du théoréme est vraiment particulier & ’égalité AB = I, ou BA = I,:
si AB = I,, on peut affirmer que BA = I,, ... (alors qu’en général on sait que le produit matriciel
n’est pas commutatif, et en particulier on peut avoir AB = 0 sans que BA = 0)

-

J

théoréme 17: lien entre matrice inversible et famille de vecteurs

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n et B une base de E.

On considére la famille de n vecteurs (uf,...,u,) .

Alors: (17{, e ,u—>n) est une base de F <— MatB(iT{, e ,IT%) est une matrice inversible.

15



COexemple 16:

—_ =

4 0

Sachant que la matrice A = | 3 2 | est inversible, on peut en déduire que:
0 4

1

~—

,(1,1,1),(0,2,4)) est libre.
avec E = R3 et B =base canonique de R3)

e la famille de vecteurs ((4,3,0
En effet A = Matg(ﬁl,ﬁg,ﬁg)

~—

e la famille de polynome (3X +4,X2 + X + 1,4X? 4 2X) est libre.
En effet, A = Matg(Py,P2,Ps)) avec E = Ry[X] et B = (1,X,X?))

-

théoréme 18:
Soit A € M, (K). On a I’équivalence :
A est inversible <= ‘A est inversible. Et dans ce cas |{(A71) = (*A)~! | soit | (A~1)T = (AT)~!

{g théoréme 19: inversibilité des matrices triangulaires ou diagonales

Une matrice diagonale [resp. triangulaire | est inversible ssi aucun des éléments diagonaux n’est nul.

Et dans ce cas, I'inverse de la matrice est diagonale [resp. triangulaire |.
1

A0 0 1/Ax 0 0 .
En particulier, ona | o : = 0O = 0 lorsque T A\ #0
0 0 An 0 0 1/, =1

3 Noyau, image et rang d’une matrice

3.1 Application canoniquement associée & une matrice

-
gﬁf définition 10: application linéaire canoniquement associée
Soit A € M, ,(K).

L’application linéaire canoniquement associée a A est application linéaire u € L(KP ,K™) qui a pour
matrice A lorsque I’on munit K? et K™ de leur respective base canonique.

Autrement dit, c’est 'application [u : KP — K"
X — AX
Dans cette définition, on identifie les vecteurs de KP et K™ aux matrices unicolonnes

rem: on a déja vu qu’a une matrice donnée on pouvait associer une infinité d’applications linéaires,
il y en a une que l'on distingue c’est I’endomorphisme canoniquement associé. )

(&

g )
W définition 11: endomorphisme canoniquement associée

Soit A € M,,(K).
L’endomorphisme canoniquement associé a A est ’endomorphisme v € L£(K"™) qui a pour matrice A
lorsque ’on munit K" de sa base canonique.

Autrement dit, c’est 'application |u : K* — K"

X — AX
Dans cette définition, on identifie les vecteurs de K™ aux matrices unicolonnes

16



COexemple 17:

. 1 2
Soit A = o 4]

Déterminons ’endomorphisme canoniquement associé a A

Comme A est une maltrice carrée d’ordre 2, ’endomorphisme canoniquement associé a A est un
2 R2

()= ()-(2)

- J

endomorphisme de R?, & savoir |u

définition 12: image, noyau, rang d’une matrice
Soit A € My, ,(K).
1. On appelle image|resp. noyau| de la matrice A , et on note Im(A) [resp. ker(A)], 'image [resp.
le noyau| de son appli.lin.cano.associé.
2. On appelle rang de la matrice A, et on note rg(A), le rang de la famille de ses vecteurs colonnes}

-

remarque 8

Trés souvent, lorsque ’on parlera du noyau ou de I'image d’une matrice, on préférera noter les éléments

de K" et KP a I'aide de matrices unicolonnes: on utilisera alors pleinement I’identification entre M, 1(K) et K".
On a alors les équivalences suivantes a retenir

(X cker A= AX =0] et |V €Im(4) < IX €K"Y = AX|

Im(A) = {Y € M(K)|3X € My (K),Y = AX} = {AX | X € M, (K)}

’Im(A) ={21.C1 + - +2,.Cp | (21, ...,2p) € KP} = vect(Cy,...,Cp) ‘

On retiendra que Im A est I’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes de A.

COexemple 18:

2 4

o Tm(A) = {A. <§> | () € R} = {z. (;) by, (i) | (z.y) € R2} = vect(@) , (i)) _ vect(@))

o pour déterminer ker(A) on résout AX =0, on a

Déterminer le noyau, ’ensemble image et le rang de la matrice A = <1 2)

()0 = {0, T
Ainsi ker(A) = {@;) o= —2} = {( ) ly € R} = vect(< 12>)

e On constate que dimker(A) =1 et que rg(A) =

e remarque:
le théoréme du rang appliqué a la matrice A donnait déja dimker(A) + rg(A) = dimR? = 2 sans
faire aucun calcul! )

-
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3.2 Propriétés du rang

{3 théoréme 20: lien avec le rang d’une famille de vecteurs.
Soit F une K-ev de dimension finie et (171> ye e ,u_;,) une famille de p vecteurs de E.
Alors : pour toute base B de E, on a rg(uf, . . . ,1T>p) = rg (Matg(uf, . .. ,1T>p))
Le rang d’une famille de vecteurs est égal au rang de n’importe quelle matrice associée a cette famille

théoréme 21:

Soient A et B deux matrices de M,, ,(K)

i) rg(A) + dim(ker(A)) =p

ii) rg A < min(n,p)

iii) rg(AB) < min(rg A,rg B)

iv) rgfA=1g AT =rg A

"Le rang d’une matrice est inférieur a son nombre de lignes et a son nombre de colonnes.”
"Multiplier deux matrices ne peut augmenter le rang.”

Q théoréme 22:

e Le rang d’une matrice est inchangée par multiplication par une matrice carrée inversible.
(VP € GL,(K),VQ € GL,(K),rg A =rg AP =rg QA)

Le rang d’une matrice est inchangée par multiplication par un scalaire non nul.

(VA € K*, rg(AA) = rg(4))

Deux matrices équivalentes par lignes ou par colonnes sont de méme rang

Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

Le rang d’une matrice est égal au rang de la famille de ses vecteurs lignes.

Le rang d’une matrice est égal au nombre de pivots de sa matrice réduite échelonnée par lignes
(ou par colonnes)

3.3 Caractérisations des matrices inversibles et calcul de l'inverse

{3 théoréme 23: premiére caractérisation des matrices inversibles
Soit. A une matrice carrée.
Il y a équivalence entre:

i) A est inversible

ii) A est associée & un endomorphisme bijectif (cad un automorphisme)

ii1) les vecteurs colonnes de A forment une base de K™

—

v) les vecteurs colonnes de A engendrent K"
rg(A) =n

)
)
)
)
) Im(A) = K"
)
)
)
)
)

A%

V1

Vil

ker(A) = {0}
les vecteurs lignes de A forment une base de K"

V111

ix) A ~ I,, (moins utile)

x) det(A) #0
le systéme linéaire associé & A, cad AX = B, est un systéme de Cramer, cad posséde une et une
seule solution.

X1

18



{5} théoréme 24: deuxéme caractérisation des matrices inversibles
Soit A € M,,(K) Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) A est inversible
) le systéme AX = 0 n’admet que la solution X =0
iii) Pour tout B € M,,1(K), le systéme AX = B n’admet qu’une solution (...qui est X = A7 B)
iv) Pour tout B € M, 1(K), le systéme AX = B admet au moins une solution

i

Avec les notations mathématiques, les propositions précédentes s’écrivent
i) A € GL,(K)

ii) AX =0= X =0 (ou encore AX =0<+<= X =0)

iii) VB € Mp1(K),3!'X € M,,1(K),AX =B

iv) VB € M, 1(K),3X € M,,1(K),AX =B

On en déduit en particulier que:

e Si pour tout B, le systéme posséde au moins une solution alors pour tout B, le systéme posséde
une unique solution.

e Sipour un B particulier, le systéme AX = B n’admet pas de solution alors A n’est pas inversible.

e Si pour un B particulier, le systéme AX = B admet une infinité de solutions alors A n’est pas
inversible.

e Si A n’est pas inversible, alors il existe un B particulier pour lequel le systéme AX = B ne
posséde pas de solution

e Si A n’est pas inversible, alors il existe un B particulier pour lequel le systéeme AX = B posséde
une infinité de solutions

\yméthode 3: premiére méthode de calcul de A"
On part du systéme d’équations AX = Y , on le résout avec la méthode du pivot , on obtient le
systéme X = A7'Y et on en déduit A~!!
exemple:

Soit A = <?1) z)

. N r1+3r2 =Wy
On considere le systéme associé a A :

3x1 +8x2 =12
1 + 3T =11
— T2 =Y2— 3y
1 + 312 =
r2  =3Y1— Y2

e la transformation Eo <— FEo — 3F71 donne {

e la transformation Eo <— —FEo donne {

r1 = —8y1 + 3y

e la transformation Fy <— FE1 — 3FEs donne
T2 = 3y1 — Y2

On peut donc conclure que A est inversible et que | A™! = <_38 _31>
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COexemple 19: exemple de la méthode 3 avec la matrice augmentée )

Il est tout a fait possible d’appliquer la méthode 3 sur la matrice augmentée su systéme plutdt que sur
le systéme lui-méme.

exemple:
Soit A = <i1’> g) )

. . ‘ 1
On considere la matrice augmentée du systéme associé a A : <3 : zl>
2

e la transvection Ly <— Lo — 3L1 donne <1 3 n )
O —1 y2 — 3y1

e la dilatation Lo <— — Lo donne (1 3 n )

e [a transvection L1 <— L1 — 3Ly donne <1 0] =8y + 3y2>
0 1] 3y1—22

On peut donc conclure que A est inversible et que| A~! = <_8 3 >

- J

%méthode 4: deuxiéme méthode de calcul de A~!

Pour obtenir A™!, il suffit de faire subir & I,, la méme suite de transformations élémentaires que celle
qui fait passer de A a I,

On peut utiliser une suite de transformations sur les lignes ou une suite de transformations sur les
colonnes.

Mais attention, il ne faut pas mélanger les deux types de transformations!
Exemple:

‘ (1 3 o ) 13 1] 10
Soit A = <3 8>' On considére la matrice <3 8| 0 1>
3

e la transformation Lo +— Lo — 3L, donne 1 10
0 -1 | =31
e puis la transformation Lo <— —Lo donne (1 3110 >

e enfin la transformation L1 <— L1 — 3Ly donne ((1) (1) I _38 _31>

On peut donc conclure que A est inversible et que | A~ = <_8 3 )

4 Formules de changement de bases

(. ABlmBAE )
Wdeﬁnltlon 13:

Soient E un K-ev, B et B’ deux bases de E.

On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice de la famille de vecteurs de B’ dans la base B.

On la note PE' ou Pg_.p5 |

Traditionnellement, on appelle ancienne base la base B et nouvelle base la base B’
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%méthode 5: comment écrire une matrice de passage

On écrit colonne par colonne les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base exprimées dans I'an-
cienne base.
un exemple dans R3:

considérons la base canonique B = (i,j,k) ainsi que la base B = (k, —1,2] +1) .
0 -1 1

On a alors Pg/ =Pgp=(0 0 2
1 0 0

St l’on souhaite écrire Pg, nous allons devoir exprimer les vecteurs de B en fonction des vecteurs de
la base B'. Ici ce n’est pas tres compliqué car on remarque que

- - - S o 1 = - -

=), F= @Dt e R=F
0 0 1
On a donc Pg_,g = Pg, =(-1 1/2 0
0 1/2 0

{g théoréme 25: deux propriétés des matrices de passage

1. Si B, B et B” sont trois bases de E , alors P§ .P5" = P§" (formule de Chasles)
2. La matrice de passage Pp_,p est inver81ble et son inverse est Pg/_,p

,Oexemple 20: dans un espace de polyndmes

On se place dans F = R3[X].

On considére les bases B = (X3, X2 X,1) et B’ = ((X +1)3,(X +1)2,X +1,1).
Ecrire PB—>B’ et PB’—)B

remarque 9 (Astuce utile pour le théoréme suivant!)

1
0
On se rappelle que multiplier & droite une matrice M par la matrice | . | revient a en extraire la
0
0
1

premiére colonne, multiplier par | O | revient & en extraire la deuzieme colonne etc.

Exemple
1 2 3 1 1 2 3 1 2 3 0
4 5 6 0] = 4 5 6 1] = 4 5 6 0] =
7 8 0 0 7 8 0 0 7 8 0 1
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{5} théoréme 26: formule de changement de base pour les vecteurs (par coeur)
Soient:

e B=(el,....ep) et B = (Z,...,e—i) deux bases de E.

e Z un vecteur de E.

On note:
e P la matrice de passage de B a B'.
e X [resp. X'| sa matrice dans la base B [resp. B'|.

On a alors la formule

rem: bien noter que l’on a les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles

{3 théoréme 27: formule de changement de base pour les endomorphismes (par coeur)

Soit « un endomorphisme de E, B et B’ deux bases de E.
On note A = Matp(u) et A" = Matg (u), ainsi que P la matrice de passage de B a B'.

Alors on a la formule | A’ = P~1AP

cette formule équivaut a la formule A = P.A'.P~1 (que l’on préférera retenir)

-
/Oexemple 21:
Soit E un espace vectoriel de dimension 2, de base B = (€1,2).
Soit A = (zl)) 3) et f € L(E) tel que A = Matp(f)
Soient B’ = (£1,65) avec &) = €1 + €3 et &3 = €5
On considére également le vecteur & = €] — €
1. Donner la matrice associée a & dans la base B’ de deux maniéres différentes.
2. Donner la matrice associée a f dans la base B’ de deux manicres différentes.
. . , 10
e La matrice de passage de la base B a la base B' est P = 11
. . . . . 1 1 0 3 2
o [l est aisé de déterminer l’inverse de cette matrice, on trouve P~ = 1 1)= 7= o o
1. D’apres la formule de changement de base pour les vecteurs, on a
1 1 0 1 1
=N _ v/ _ p—1 _ _
oot == p (L) = (4 0 (1) = (1)
2. D’apres la formule de changement de base pour les endomorphismes, on a
1 0 1 2 10
_ p-1 _
\ st == (1 O).(12).(10)

{g théoréme 28: formule de changement de bases pour les applications linéaires

Soient F un K — ev, B et B’ deux bases de E.
Soient F' un K — ev, C et C’ deux bases de F.
Soit u € L(E,F).

On note A = Matpc(u) et A’ = Matp ¢/ (u)

Alors on a la formule: ‘A’ = Por_y0.A. P
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5 Nouveauté de spé: Matrices semblables

gf définition 14:

Soient A et A’ deux matrices de M,,(K).
On dit que la matrice A est semblable & la matrice A’ §'il existe P € GL,(K) telle que A = P.A’P~1

théoréme 29:

"

"étre semblable & " est une relation d’équivalence sur M, (K).

C’est a dire que:
e toute matrice A est semblable & elle-méme.
e si A est semblable a A’ alors A’ est semblable a A
e si A est semblable & B et B est semblable & C' alors A est semblable & C'
C’est pour cette raison que 'on dira plus simplement A et A’ sont deux matrices semblables.

COexemple 22: i retenir

L’ensemble des matrices semblables & une matrice A donnée étant {P.A.P~!P € GL,(K)},
il est alors évident que

e la matrice I, n’est semblable qu’a elle-méme

e la matrice O,, n’est semblable qu’a elle-méme

e d’une maniére générale, pour tout scalaire k € K, la matrice kI, n’est semblable qu’a elle-méme.

. J

théoréme 30: caractérisation des matrices semblables
Soient A et A" deux matrices de M,,(K). Il y a équivalence entre les propositions suivantes :
1. A et A’ sont semblables.

2. A et A’ sont associées au méme endomorphisme
cad il existe un endomorphisme u d’un ev E de dimension n, et B et B' deux bases de E tels
que A = Matg(u) et A" = Matg (u)

C’est autour de ce résultat que ’on travaillera dans le prochain chapitre: parmi toutes les matrices qui
sont associées & un méme endomorphisme, on cherchera les matrices qui sont les "plus simples" ...

{g théoréme 31: démonstration par récurrence pour A2tre rigoureux

| Si B = P.A.P~! alors pour tout k € N, B¥ = P.AF p~1|

théoréme 32:
Deux matrices semblables ont méme determinant, méme trace et méme rang.
mais a priori elles n’ont pas méme noyau ni méme image
remarque 10 (Attention!)
mais deux matrices qui ont le méme determinant, la méme trace et le méme rang ne sont pas necessai-
rement semblables ! Chercher un contre-exemple.
/Oexemple 23:

Montrer que si A et B sont semblables et A inversible alors B est inversible et A~! et B~! sont semblables
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%méthode 6: comment montrer que deux matrices sont semblables I
On justifie que les matrices A et B sont semblables, en montrant qu’elles sont toutes les deux associées
a un mA®me endomorphisme, 1’endomorphisme canoniquement associé a A
Ezxzemple:

Montrer que les matrices A = <i _41> et B = (g é) sont semblables

e On note B = (f,;) la base canonique de R?, et f 'endomorphisme canoniquement associé a A.
On a donc A = Matg(f).
e Il s’agit de montrer qu’il existe une base B’ = (€1,82) telle que B = Matp:(f), c’est a dire telle

f(er) =6er
que
f(€2) =é1+66é

e Notons €] = (x,y) = ri4y.Jet X = (;)
On a les équivalences suivantes

f(éi) = 6e] <= AX| =6X| — (A — 6[2).X1 =0

2 -1\ [z 0 2c—y =0
A—-61).X] =0<+= = <— <— y =2
(4 -65)-Xi <4 —2> <y> (0> {4x—2y 0 7

On peut donc par exemple poser X1 = (;) cad & =i+2j = (1,2)

e Notons maintenant € = (x,y) = ri+y.j et Xo= <‘;>

On a les équivalences suivantes

f(é’g) =¢€] + 66 < AXs = X1 +6X9 <— (A — GIQ)XQ = X3

2 -1 T 1 20—y =1
A—-61)Xy =X = = —y=2x—-1
(A-bh)X =% <4 —2> <y> <2> {4x—2y —2 Y

1 - =2
On peut donc par exemple poser Xo = <1> cad ea =i+ j=(1,1)

e Vérifions que la famille (€1,63) constitue bien une base de R?, par exemple en utilisant le
déterminant.

On a bien 9 1 =—-1#0

e Conclusion: on a prouvé que A et B sont associées & un mA2me endomorphisme: elles sont
donc semblables. On peut mA®me préciser d’aprés la formule de changement de base pour les

11
endomorphismes que ’on a 'égalité matricielle A = P.B.P~! avec P = (2 1)

Remarque: Il n’est pas nécessaire d’expliciter I’expression analytique de I’endomorphisme f.

méthode 7: comment montrer que deux matrices sont semblables 11
Une seconde méthode consiste a ne pas considérer I’endomorphisme associé et a ne raisonner qu’avec
les matrices colonnes
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