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1 PRIMITIVES D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN INTERVALLE

1 Primitives d’une fonction continue sur un intervalle

définition 1: primitive
| Soit I un intervalle de R, et f une fonction définie sur I & valeurs dans K.

On dit que F est une primitive de f sur I lorsque F est dérivable sur I et que Va € I, F'(z) = f(x))

~

e

théoréme 1:

Soit I un intervalle de R, et f une fonction définie et continue sur I & valeurs dans K.
Alors:
i) f posséde une infinité de primitives sur I, qui sont égales & une constante preés.

¢id)

ii) pour tout xg € I et yg € K fixés, il existe une unique primitive F' de f sur I telle que F(xg) = yo

C’est ce théoréme que l’on doit invoquer pour justifier l’existence d’une primitive

- J

remarque 1

Dans le théoréme précédent, comme dans tous les théorémes d’ailleurs, chaque hypothése est impor-
tante: en particulier, le fait que I soit un intervalle est indispensable pour ii).

Considérons la fonction | f : R* — R

1
xr — -
x
Ainsi que les fonctions | F' : R* — R et|G:R* — R
x +— In|z| In(x) six >0
r
In(—x)+4 siz<0

Les fonctions F' et G sont deux primitives de la fonction f sur R*,
en effet, Vo € R*, F'(z) = G'(z) = f(x)

Mais sur R*, F' et G ne sont pas égales a une constante prés.

en effet, sur R*, F' — G n’est pas une fonction constante.

~
théoréme 2: théoréme fondamental de ’analyse

Soit I un intervalle de R, zo un élément de I et f une fonction définie et continue sur I & valeurs dans K|

La fonction | F': I —> K est I'unique primitive de f sur I s’annulant en x.
T — f(t)dt

o

exemple: on rappelle que la fonction In est 'unique primitive de la fonction t — % sur Uintervalle

dt
10, + oo[ qui s’annule en un. On a donc |Vz €]0, + oof, In(z) = [}" —
- J
g )
,Oexemple 1:
Soit f une fonction continue sur R & valeurs dans R.
Justifier que les fonctions suivantes sont définies et dérivables sur R, puis donner leurs dérivées.
x $2 $2 x
F:m»—>/ f(t)dt G:xr—>/ f(t)dt H:zw— f(t)dt J:xl—>/ 3T f(t)dt
S 0 3 —x 0 )

remarque 2 (il faut bien faire la différence entre primitive et intégrale)

e une primitive est une fonction

e une intégrale est un scalaire
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2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

( )
,Oexemple 2:
On considére la fonction | f : R — R
2
x — ¥
Déterminer, & I’aide d’une expression intégrale, la primitive de f sur R. ..
L i)... qui s’annule en 7 i4)... qui vaut 3 en 7 i4i) ... qui vaut 7 en 3 )

méthode 1: notations des primitives
f étant une fonction continue sur un intervalle I, on note souvent :

i) / f(z)dz la primitive générique de f sur I

2d 1 1
exemple,'/1_3;2:/1+$+1_xdx:1n1+x\ln|1x|+cste

T

ii) / f(t)dt la primitive générique de f sur I

To2dt T 1
exemple:/ 1—t2:/ 1+t—|—1_tdt:1n\1+x|—ln]1—x\+cste

€T
i) x— / f(t)dt la primitive de f sur I qui s’annule en x
o

La fonction f: x — 1 est continue sur l'intervalle |1, + oof,

2
-
elle admet donc une unique primitive qui s’annule en 2, et c’est la fonction

To2dt
F:x»—)/ ﬁzln\1+x|—ln|1—:z;]—(1n3—ln1):ln(1+x)—ln(az—1)—ln3
, 1—

Il est toujours recommandé de donner un nom aux fonctions que ’on considére

2 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

e En théorie de ’'intégration, on commence par définir les intégrales de fonctions continues
sur un segment( c’est le programme de premiére année) puis on étend cette notion a des intervalles
autres que des segments( c¢’est 'objet du programme de seconde année)

o [l existe différentes maniéres de construire 'intégrale d’une fonction continue sur un segment: sommes
de Darboux, sommes de Riemann, convergence uniforme de suites de fonctions en escalier. . . Chacune
de ces maniéres relient la notion d’intégrale a celle "d’aire sous la courbe" (la formule du théoréme
ci-dessous n’est donc pas posée par définition mais résulte du fruit d’un raisonnement) pour plus de
détails, voir le cours de premiére année.

e )
{g théoréme 3: théoréme fondamental qui établit le lien entre intégrale et pri-
mitive quand f est continue

Soit [a,b] un segment de R, et f une fonction définie et continue sur [a,b] & valeurs dans K.
Alors:

i) lintégrale de f sur le segment [a,b] existe, cad fab f existe.
ii) et 'on a f; f = F(b) — F(a) ou F désigne une primitive quelconque de f sur [a,b]
L’intégrale d’une fonction continue sur un segment existe toujours. on dira encore qu’

"une fonction continue sur un segment est intégrable sur ce segment".
S c’est cette phrase que l’on écrit pour justifier lexistence d’une intégrale
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2.1 Propriétés 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

— L’intégrale d’une fonction continue sur un segment existe toujours. .. contrairement a 'intégrale
d’une fonction continue sur un intervalle quelconque!( voir le prochain polycopié)

— Si [a,b] est un segment de R et f une fonction continue sur [a,b] a valeurs dans K,
I'intégrale de f sur [a,b] est notée f[a ) f ou f;f(t)dt ou fff

— Lorsque a > b, la notation ff f(t)dt = fab f a également un sens: par définition, on a posé

[o== L]

— dans une intégrale, la variable est muette: elle peut étre remplacée par n’importe quelle autre

lettre. Dotz | [, f(t)dt = [ f(w)du = [} f(x)de = [} (6)d6 = [} f(Q)dC = ...

2.1 Propriétés

théoréme 4: l’intégrale d’une fonction positive est positive

Soit f une fonction continue et positive sur le segment [a,b] (avec ici a < b)). Alors:
D) Jiag f 20
ii) f[a,b] f=0ssi f est (identiquement) nulle sur [a,b] ( ici a < b)

démonstration

e Soit f une fonction continue et positive sur le segment [a,b]
Par théoréeme, on sait que f posséde une primitive sur ce segment, notons la F.
o Sur lintervalle [a,b], on a F' = f > 0.
La fonction F' est donc croissante(au sens large) sur lintervalle [a,b].
Par définition d’une fonction croissante,
comme a < b on a F(a) < F(b),
et donc f;f =F({)—F(a) >0
e Supposons de plus que f; f=0aveca <b
Ceci signifie que F(a) = F(b).
Ainsi on sait que la fonction F' est croissante sur [a,b] et que F(a) = F(b): on peut affirmer que F
est constante sur [a,b].
On a alors sa dérivée qui est forcément nulle sur [a,b],
cad Yt € [ab], f(t) = F'(t) = 0: f est bien identiquement nulle sur [a,b]

e Réciproquement, si f est identiquement nulle sur [a,b] il est immédiat que f; f=0

-
{g théoréme 5: Relation de Chasles
Soit I un intervalle de R et f € C°(I,K)

i) Y(a,b,c) € I¥ . ,
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ F(t)dt
ii) V(a,b) € I?,

| /baf(t)dt _ —/abf(t)dt )
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2.1 Propriétés

2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

valeurs dans [0,1]

Tl'2
que [, f(t)dt >0

-

COexemple 3: important dans la pratique, rédaction a adopter

Montrer que foﬂz sin(v/t)dt existe et est strictement positive.
e La fonction ,/ est continue sur [0,72] & valeurs dans [0,7]
e La fonction sin est continue de [0,7] & valeurs dans [0,1]
e Par composition, on peut donc affirmer que la fonction f : ¢ + sin(v/#) est continue sur [0,7%] &

1. Comme la fonction f est continue sur le segment [0,72], et qu'une fonction continue sur un segment
2
est intégrable sur ce segment, on peut affirmer que foﬂ f(t)dt existe
2. Comme la fonction f est continue et positive sur le segment [0,72], on peut affirmer par théoréme

3. Comme la fonction f est continue, positive et n’est pas identiquement nulle sur [0,72] (en effet,
2
f(m?/4) =1+#0), on peut affirmer par théoréme que [ f >0

J

COexemple 4: une rédaction parfaite!

2 2
T /2 t T
Mont — < —dt < —
ontrer que 16 o 1x sin(1) 3
Solution:
e Soit t € [0,m/2].
On a donc

1< 1+sin(t) <2

Comme la fonction inverse est décroissante
sur |0, + oo, on a:

< 1 <
2 1+4sint

[

Comme t > 0, on en déduit que:
t t
- <

<—— <1t
2 1+sint

On vient de montrer que

t t

e Par croissance de l'intégrale, on peut alors

affirmer que
w/2 ¢ w/2 ¢ w/2
/ —dt </ ——dt g/ tdt
0 2 0 ]. "‘ Slnt 0

ce qui donne bien

théoréme 6: croissance de ’intégrale

Soient f et g deux fonctions continues sur le
segment [a,b].

Si f < g sur [a,b]
(c-a-d V¢ € [a,B], f(t) < g(t))

alors f[a’b] f< f[a7b] g

- J
‘. .. )
définition 2:
On appelle valeur moyenne de f sur I'intervalle
1
a,b] le scalaire suivant : = fab f(t)dt
—a
- J

COexemple 5: fonctions périodiques

Soit f € CO(RK) et T > 0 un réel fixé.

On suppose que f est une fonction T'—périodique,
c'est a dire que Vt € R, f(t +T') = f(t).

1. Montrer que la valeur moyenne de f sur tout
segment de longueur T' est indépendant du
segment choisi.

2. Montrer que si de plus f est paire [resp. im-

paire| alors f(;[f = QIOT/Q I [resp. f(;[f = 0]/

-
théoréme 7: inégalité triangulaire in-
tégrale
Soit f € C°([a,b],R).
Alors:
[fiwi £| < Jiag 11
- J
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2.1 Propriétés 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

p
{g théoréme 8: linéarité de l’intégrale
L’application | C°([a,b],K)

— K
b
F o / Ft)dt
c’est a dire:

Uapplication qui o une fonction associe son intégrale sur un segment donné est une application linéairej

est une application linéaire.

&

remarque 3

Le théoréme ci-dessus est souvent utilisé sans le citer dans les calculs, c’est lui qui nous permet d’écrire

b b b
Y(£.9) € (C°([a.b] K))2 ¥ () € K2, / (\f + jg) ()t = A / F()dt+p / o(t)dt

a

(" . <
,Oexemple 6: un exemple vraiment trés complet
On considere la fonction g définie par Vo € R, g(x) = sz e dt

xX
Montrer que la fonction g est de classe C*° sur R
Déterminer le signe de g(x) en fonction de x
Montrer que g est une fonction impaire

Déterminer le signe de g

AR

Montrer que Vo > 0,0 < g(x) < me‘xZ, puis donner lim g(x)
x

—+00
6. Faire le TV et donner Uallure de la courbe représentative de g

Solution:

1. Notons |f: R — R

t — e
La fonction f est continue sur l'intervalle R, elle posséde donc une primitive sur cet intervalle.

Notons F' une de ses primitives.
(la fonction F' est donc C! sur R car dérivable sur R et & dérivée continue)
On a

t2

Vo € R, g(z) = F(2x) — F(w)]

La fonction g est de classe C! sur R car c’est la différence de deux fonctions de classe C! sur R,

et I'on a , ,
Vz € R, ¢ (z) = 2F'(2z) — F(z) =2 4" —¢7®

La fonction ¢’ est la différence de deux fonctions de classe C* sur R, donc ¢’ est C* sur R.

Ceci prouve qu’en fait ‘g est C'*° sur R‘

2. i) Onag(0)= [ f(t)dt =0

ii) Soit x > 0.
On a x < 2z et la fonction f est continue et positive sur le segment [z,2x] sans y étre

identiquement nulle: on peut donc affirmer par théoréme que g(z) = fjx f(t)dt >0

iii) Soit z < 0.
On a 2x < z et la fonction f est continue et positive sur le segment [z,2x] sans y étre
identiquement nulle: on peut donc affirmer par théoréme que f;; f(t)dt >0,

et donc g(x) = fﬁxf(t)dt =— [o ft)dt <0

6 Serge Lemarquis



2.1 Propriétés 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

3. Soit z € R.
On considére g(—x) = f__jx f(t)dt
et on effectue le changement de variable § = —t (et donc df = —dt).

On obtient:
—2x ) 2x 5 2x )
g(—x) :/ e Udt :/ e (=07 (—dh) = / e " df = —g(x)
—x x xr
On a montré que Vx € R, g(—z) = —g(z), cad que ‘g est une fonction impaire. ‘
4. On a vu que pour tout z réel ¢/(z) = 247" — ¢=7" = ¢=42%(2 — £37%) = ¢—42”(¢In2 _ 32

Comme e~47* > 0, le signe de g(z) est donné par le signe de ™2 — 3’

On a
p 9 In2
g(z)=0<= 3" =2z ==+ -
et
p 9 In2 9 In2
g (x) >0<=1n2 > 3z =g > 7>|x|
5. Soit z >0

On remarque déja que 0 < x < 2z
e La fonction f est continue et positive sur R, donc en particulier sur le segment [z,2z].
Par théoréme, on peut affirmer que g(z) = fjx f)dt >0
e Comme on a Vt € R, f'(t) = —2te_t2, on peut affirmer que la fonction f est décroissante sur
[0, + oo[ et a fortiori sur [z,2z]. On a donc

2

Vt € [z,2x], f(t) < f(x) =€ "

en intégrant sur ce segment, par croissance de I'intégrale, cela donne

2x
2 2

2z
g(z) = f(t)dt < / e " dt = 2z —x)e™™ =z *

T

e Au final, on a montré que |V > 0,0 < g(z) < re~®

e Comme hﬁl z.e”% = 0, on peut affirmer d’aprés le théoréme de convergence par encadre-
T—>+00
ent que| lim g¢g(x) =0
ettt qu x—lH-oog( )
6. .
- J
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2.2 Tableau des primitives 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

2.2 Tableau des primitives

e vous devez le connaitre par coeur: inutile donc de le reproduire ici!

r 1
e A noter que si / f(t)dt = F(z) + cste alors / flat+b)dt = (a:U + b) + cste

%méthode 2: Primitives des fonctions de la forme ¢ —

On note P(t) = at? + bt + ¢ avec (a,b,c) € R* x R2.
Trois cas sont & distinguer suivant le signe de A = b% — 4ac

at? + bt + ¢

i) si A > 0 ceci signifie que P est posséde deux racines réelles distinctes « et 3.

1 A
—— peut donc se décomposer sous la forme + B avec \ et u deux constantes réelles.
P(t) t—a t—p
Onad / T d M|z — af + pln |z — 8] + cst
n a donc ———— =Aln|lz—« nl|x— cste
at? + bt + c a

ii) si A =0 ceci signifie que P posséde une racine double réelle a.

X
On a la factorisation ! = 1/a et donc / di =— 1/a + cste
P(t) (t—a«a)? at? + bt + ¢ (x — )

iii) si A < 0 ceci signifie que P ne posséde pas de racines réelles.
La méthode consiste alors & mettre sous forme canonique le polynéme P(t)

1/a
Il existe « et 0 tels que = .
b# TP~ tra)2+p
Le changement de variable affine u = —;04 permet le calcul suivant:
/:” dt _1/a /x dt
at? +bt+c 32 (t+a)/B)* +
1/a [EFI/B gy, _1/a T+«
= — = —— arctan + Cste
B w+1l o f ( p )
Ezxemple:
Déterminer une primitive de f :t — ———
2t2 + 8t + 18

e Le discriminant vaut A = 8% —4.2.18 = 82 —4.4.9 =82 — (4.3)2 < 0

La fonction f est continue sur R car quotient de deux fonctions continues sur R, le dénominateur
ne s’annulant pas

o On éerit 26 + 8t + 18 =2(t* + 4t +9) =2 ((t + 2)2 + 5) et ainsi

/f / dt 1/ dt 1 dt
A2+ 4t +9 2 (t+2)2+5 10 <t+2)2

— | +1
V5

t+2 dt
e On effectue le changement de variable u = bte (et donc du = —

V5 V5

V5du / 1 <t+2>
tydt = - t +Cste = —= arctan | —— | +C
/f 10 P+l os5) @l arc an(u)+C'ste Wi arctan 7 ste

On rappelle que la méthode de mise sous forme canonique

b
aX?+bX +c=a. {X2+ax+ﬂ -

b\ ¥ e
X4+ ) -2 4+ °
< + 2a> a2 " a]
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2.3 Intégration par parties 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

2.3 Intégration par parties

~
théoréme 9: intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un intervalle I. Alors:
b b
w%mefa/ﬁMou@ﬁzqm@umg—/qmﬂmwﬁ
N - - J
N

(" e s .
,Oexemple 7: primitive de arcsin

e La fonction arcsin est définie et continue sur [—1, + 1]: elle posséde donc une primitive sur cet
intervalle.

e Nous allons déterminer une primitive de arcsin. . . mais attention! arcsin est de classe C'! sur |—1,+1]

uniquement!
1
e Sur lintervalle | — 1, + 1], on pose u(t) = t (et donc u/(t) = 1) et v'(t) = —— (et on choisit
|~ 1,-+ 1], on pose u(t) =t ( (6= 1) et o(0) = s (
v(t) = arcsint), wu et v sont bien C! sur ] — 1, + 1]

la formule d’intégration par parties donne

v 1 [ 2t —
/ arcsin(t)dt = x. arcsin dt = zx.arcsin(z)——= / ————dt = z. arcsin(x)+V1 - 224+Cste

x t
@)= Niper: 2] ice

Cette formule n’est valable, a priori, que sur | — 1, + 1]
mais I'on peut montrer qu’elle est aussi valable sur [—1, + 1]

méthode 3: ipp pour déterminer des primitives
A utiliser pour déterminer les primitives des fonctions du type:

ts €™ P(t) , tescos(mt).P(t) , tesin(mt).P(t) , tch(mt).P(t) , tw sh(mt).P(t)

oll m est une constante réelle et P un polynoéme, en dérivant toujours le polynéme.

méthode 4: autres méthode
En effectuant des ipp on montre que:
e Une primitive de t — e™ P(t) est du type t — ™ Q(t) ot Q est un polynéme de méme degré
que celui de P
e Une primitive de ¢t — P(t)sin(mt) ou t — P(t) cos(mt) est du type
t — Py(t)sin(mt) 4+ Pa(t) cos(mt) ou P et Py sont deux polynomes de degré inférieur a celui
de P

Ceci nous permet de déterminer des primitives en utilisant des coefficients inconnus puis en identifiant

2.3.1 Complexification

e A utiliser pour déterminer les primitives des fonctions du type
t — e™ cos(qt) , t > e™ sin(qt) , t > e™ cos(qt)P(t) , t > ™ sin(qt) P(t)

ol m et g sont deux constantes réelles, et P un polynoéme a coefficients réels

9 Serge Lemarquis



2.4 Changement de variables 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

2.4 Changement de variables

e
Q théoréme 10: changement de variable(appellation peu adaptée en fait)
Soient f € C°(I,R) et ¢ € C'([e,d],I). Alors:

S F (@) (w)du = [ f(t)dt ot a = (c) et b= ¢(d)

Si F désigne une primitive de f alors la fonction F o ¢ est une primitive de la fonction ¢’ X f o ¢
1l s’agit juste de reconnaitre ou de faire apparaitre la dérivée d’une fonction composée

- J

remarque 4

e Si I désigne une primitive de f sur I, la fonction F o ¢ est une primitive de la fonction ¢/ X f o ¢
sur lintervalle [c,d]. La démonstation consiste d’ailleurs seulement en ceci!

d d b
| #6@)d@idu = [ (Feo) udu = [F o o)}t = F(old)~F(o(e) = Fb)-F(a) = [ f(0yi
e Noter que ¢ n’est pas nécessairement bijective!
3 0
/ arctan(sinw). cos u du = / arctantdt = 0 (on a posé t = sinu)
0 0
(il faut juste s’assurer que ¢ est C* sur [e,d], ce qui est le cas de la fonction sin sur [0,37])

e Mais, tout de méme, dans la pratique, on considére souvent des changements de variables bijectifs!

e voir I'annexe 1 pour les changements de variables classiques. . . mais hors-programme.

,Oexemple 8:
Soit « E]O,%[ fixé.

Calculer f;ﬂ_a sin(t). cos(t). In(tant)dt en posant = = g —t

( )
,Oexemple 9:
t
Calculer F(x) = fox CT(If) de deux maniéres différentes
i) Le changement de variable u = sh(¢) donne
T oh(t T h(t shz d
Flz) = / ¢ (2 ) gt — / Ci(g - / © = Jarctan(u)[5*® = arctan(sh z)
o ch”t 0 1+Sh(t) 0 1+w
ii) Le changement de variable u = e! donne
v dt T2dt v 2eldt < 2d .
Flz)= | — = / = / Lo / B [2arctan(u)]] = 2arctan(e”) — z
o cht o et+et 0 €2 +1 1 ur+1 2
iii) On vient de prouver que Vx € R, arctan(shz) = 2 arctan(e”) — 5
J

-
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2.5 Formules de Taylor 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

2.5 Formules de Taylor

e
Q théoréme 11: formule de Taylor avec reste intégral

Soit I un intervalle de R et f une fonction de classe C™*! sur I & valeurs dans K. Alors:

(b—a)*
!

FO @)+ [2(b— o O+ (e

n
pour tous a et b éléments de I, on a f(b) = >
k=0

Dans le cas oun = 0, la formule donne |si f est de classe C! sur I alors on a f(b) = f(a) + ff f(t)dt

la démonstration se réalise par récurrence sur n.
e initialisation:
la fonction f’ posséde comme primitive la fonction f (1)

On a done [° f/(t)dt = f(b) — f(a) soit f(b) = f(a) + [ f(t)dt

(ce qui correspond & la relation cherchée pour n = 0)

e hérédité:
On réalise une ipp sur l'intégrale f;(b — )" f( ) (¢)dt en posant:

i (s )"+t HEY — (b A\n _ p(n+1) 1A — (n2)
u(t) —rl (et donc u'(t) = (b—t)" et v(t) = f (t) (et donc V'(t) = f (1))
On a
—a n+1
(tpo(o)]s = u®)(®) - u(@yeta) = L o)
Ainsi , b ay+ ,
[o=vrse = Eo i@+ [t ar
—a)® 1
et donc % [P0 — tyn ftD () dt = mf(”“)(a) + (nil), [P0 — eyt F 2 (yar

corollaire 1 (inégalité de Taylor-Lagrange)

Si feC"([a,b],R) et si |f*| < M sur [a,b] (o M est une constante positive) alors

(b—a)k M gy M n
0= 5 P @] < 2 - o= s 0- 0
démonstration
On a
g (b_a)k (k) _ 1 ’ n g(n+1) 1 ’ n g(n+1)
|f(b)—k20k!f @|= |z [ o= (t)dt\<m/a (b — 1y 1o )| a

Or pour tout t € [a,b] on a
b= @) = o= D0 = (6 07D @) < M (b )"
D’ou
’ M

1 [t 1 b M (b—t)"t!
- _H" (n+1) t</ O Mdt = — | — _ _ \n+l
i) (0= (t)‘d ol J, b0 Mdt = n+1 S

a
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2.5 Formules de Taylor 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

e . . . s
,Oexemple 10: Dans cet exemple, on oublie les séries entiéres

k
o0

— =exp(x
k=0 k! (@)

A Taide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que Va € R,
Notons f = exp.

n
Pour tout € R et n € N on note Sy, (x) = Z%

Soit n > 0 et x € R fixé.
La formule de Taylor avec reste intégral donne

I
z|

CB

_l’_
=

Fay =S =0 gy L | =0 S L e
0 0

k! n!
/ (x — t)"etdt'
0

Pour majorer proprement cette derniére valeur absolue, on envisage deux cas

et ainsi

x _ 1 * n_t _
e —Sn(x)]—‘n!/o (x —1t) edt’—n!

e Six >0, e Six <0,
Comme par théoreme | [, f| < [;1f], Comme par théoreme | [, f| < [;1f],
on a ici on a ici

T T x 0
/ (x — t)"etdt’ < / (@ —t)"edt] (x — t)"etdt‘ < / |(z — t)" e dt|
0 0 0 T

Comme Vt € [0,x], |(x — t)"e!| < 2™.e® Comme Vt € [z,0], |(z — t)"et| < |z|™.€°
on a par croissance de l'intégrale on a par croissance de l'intégrale

AinSi Ainsi

n t n+l x
_ < )
/I(m t)edt'<x e
0

x
/0 (z — t)"etdt‘ < |zt

On a prouvé que On a prouvé que
$n+1 e® ‘$|n+1
T
Vi 2 0, |e" = Sa(2)] < — vn 20, [e® = Su(@)l < =
D’aprés le théoréme des croissances compa- D’aprés le théoréme des croissances compa-
rées, on a rées, on a
n+1_x n+1
. X e . x
lim =0 lim 2] =0
n—+oo ! n—+oo n!
on a donc prouvé que on a donc prouvé que
lim S,(zx) =¢€" lim S,(x) =¢"
n—-+00 n—+00

On a montré que pour tout x réel on a lim Sy, (x) = e*

n—-+o00
zk < gk
c’est a dire que | la série ) % converge pour tout = réel et que ) o exp(z)
k=0 M
rem: il est possible d’avoir des majorations meilleures. .. A vous de jouer!

- J
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x T 0 0
/0 (@ —t)"e'| dt < /0 aetdt = ot e / (@ — t)"e!| dt < / j[dt = |z|".(~z) = |«
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2.6 Sommes de Riemann 2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

2.6 Sommes de Riemann

théoréme 12: sommes de Riemann b
Soit f une fonction continue sur le segment [a,b] & valeurs dans K.
Alors les sommes de Riemann de f convergent vers f[a’b] f. Cest a dire que:
im 2285 fa+i2=Y = [ flet| tim 2205 fa+i2=% = [ ¢
n—=oo T =0 n [a,b] n—oo N i n [a,b]
9 dans le cas ot f est monotone sur [a,b], les sommes précédentes encadrent [’intégrale Y
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3 ANNEXE 1: CHANGEMENTS DE VARIABLES CLASSIQUES (HORS-PROGRAMME)

COexemple 11: trés classique

1 1 1 2n 1
Déterminons lim ( + +-- ) = lim <Z )

n—oo \ N n-+1 2n
On a

K2
=0 n =1 n

e On a considéré la fonction f:[0,1] — R
1
t -
141

le segment [a,b] = [0,1]

<N IR | 1 1 1 1 1
D e D D DS e Sl RD D

7
e La méthode consiste a remplacer le — par ¢ (et cela donne la fonction) et a considérer
n

o On peut remarquer sur cet exemple que le terme "de trop" n’était pas du tout génant: on pourrait

n
. PR . b—a ‘b—a\ __
également mettre dans le théoréme la formule nh_)rglo —a Z: fla+i%2) = f[a,b] f.

~N

- J
remarque 5
n—1 n n—1
Dans les formules des sommes de Riemann, il y a > et Y. Les formules sont encore exactes avec
=0  i=1 i=1
n n—2
ou > ou Y, comme le prouve I'exemple précédent.
i=0 =0

3 Annexe 1: changements de variables classiques (hors-programme)

e polynomes en sint et cost: on se rameéne au calcul de [ sin? ¢ cos?tdt que 1'on calcule de la maniére

suivante :
— si p est pair et ¢ est impair alors on pose x = sint
— si p est impair et ¢ est pair alors on pose x = cost
— si p et ¢ sont impairs alors on pose x = cos 2t

— si p et g sont pairs alors ...on linéarise

e fractions rationnelles en sint et cost: Q(sint, cost) = f(t) avec @ € K[X,Y]

Reégle de Bioche:
— si f(—t) = —f(t) alors on pose = = cost
— sl f(mr —t) = —f(t) alors on pose z = sint

— si f(m+1t) = f(t) alors on pose x = tant

. t
— slnon on pose r = tan —

2
e fractions rationnelles en e! ou sht et cht: on pose z = e
. . t+b t+b
e fractions rationnelles en ¢ et (L)l/” : on pose r = (L
ct+d ct+d
14

)l/n
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4 ANNEXE 2: DE L’IMPORTANCE DU THEOREME THEO2

4 Annexe 2: de 'importance du théoréme

’ cas d’une fx non C: une intégrale peut exister sans que la primitive existe. ..

. . P .. . 1 sixz<l1
Considérons la fonction f définie sur [0,2] de la maniére suivante f(z) = _
2 sinon
2,
1
0 1 2
X

En théorie de I'intégration, il est possible de donner un sens a l'intégrale de f sur [0,2], et d’une maniére
plus générale a l'intégrale de f sur [0,z] pour tout = € [0,2].

1. size(0,1],ona [f f(t)dt= [ 1dt ==

2. six€]l,2], ona [ f(t)dt = [ f(t)dt+ [T f(t)dt = [y 1dt+ [F2dt =1+ 2(x —1) =2z — 1

On peut dire que la fonction | F' : 2 — [ f(t)dt | est bien définie sur [0,2)].

Mais attention !
La fonction F' n’est pas une primitive de la fonction f sur [0,2],
car la fonction F' n’est pas dérivable sur [0,2] ! En effet, le calcul de F' nous permet de dessiner son graphe:

3,
2,
1,
o 2
X
F(x)— F(1 -1
e lim Flz) = F(1) — lim ~ =1, donc F est dérivable a gauche en 1 et F/(1) =1
T—1" z—1 z—1- 2 —1 g
F(x)— F(1 20 —1—-1
e lim Flz) - F() = lim 2 = 2, donc F est dérivable a droite en 1 et Fj(1) =2
r—1t r—1 z—1+ r—1

e Comme les dérivées a droite et & gauche sont différentes, F' n’est pas dérivable en 1
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4 ANNEXE 2: DE L’IMPORTANCE DU THEOREME THEO2

(Oexemple 12: un exemple trés important (a > 0 est fixé)

_ 2 (_1)ktak < t(nJrl)(z

Justifier que pour tout entier n > 1 et toutt >0 on a

1+t
1 x n
puis en déduire que /
o 1+ ta — + 1
1— Xn+1
rappel: on sait que pour tout entier n > 0 et tout réel X # 1 on a Z Xk = T x
k=0 -

Soitn>0ett>0.
Comme —t* < 0 on a —t® # 1, on peut appliquer la formule précédente ce qui donne

n . 1 — (—¢@ n+1
Y=

k=0

Soit encore i)
1 —1)a n+1
§ (_1)ktak — + ( )

1+¢e 1+t

k=0
D’ou
1 n gk _(_1)nta(n+1) ta(n+1)
— —1)kak| — =
1+t kz_:o( ) 14 ¢ 14 to
ta(n+1)
De plus, comme t* > 0 on a < talntl),
1+ te

Au final, on a bien montré que

n

1 kiak
14t -2 (Ut =

k=0

_ (_1\nsa(n+1)
‘(1)t gta(n'*‘l) (%)

1+t

On sait que par théoréme on a UI f‘ < J; | f| donc ici

1 1 n
1
— ykgak / =N (=1)kk| at
[ (- mevte < [ -2
De plus par croissance de l'intégrale on a d’aprés ()
tcm+a+1 1

1
dt < / " de =
0

1 1 n
A=

On vient donc de justifier que

an+a+1 :an+a+1

i - Lak 1

—_— — DY ) dt| « —

/0 14ta l;)( ) an+a+1
1 1 n 1 1 n k

dt dt (-1)
or — Yok | dt = / —~ / —1)Ftkqdt = / —~
/0' <1+ta Z ) 0 1+ta kgo 0( ) 0 1+ta k;oak‘Fl
On a donc pour tout entier n
/1 dt Z”: (—1)F 1
o 1+t k_oak‘—i—l San+a+1
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5 INTEGRALES FAUSSEMENT GENERALISEES

1
Comme lim —— =0 on en déduit par le théoréme des gendarmes que

n—+ooan +a + 1
n k 1
-1
lim H:/ dt
n—+o0 pt ak +1 0 14 te

, ) o (= x (-1 bodt
on a bien prouvé que la série > est convergente et que »_ =
S an +1 n—opan+1 o 1+t )

5 Intégrales faussement généralisées

( )
/Oexemple 13:
T sin(t
Considérons l’intégrale Jdt.
0
Cette intégrale est-elle du genre rencontrée précédemment?
La réponse est non. .. et oui!
Explications:
s | *
e La fonction t — ; est définie et continue sur R*.
Elle n’est donc pas continue sur le segment [0,7],
mais uniquement sur l'intervalle semi-ouvert ]0,7]
e Voyons le graphe de | f : ]0,7/2] — R
sin(t)
t —
t
: o . . sin(¢)
e La fonction f est prolongeable par continuité en 0 car lim f(¢) = lim =1
t—0+ t—0+ ¢
Ainsi si on considére la fonction | f : [0,7] — R
sin(t) ,
t
to— ;o 70
1 sit=0
La fonction f est, quant a elle, continue sur le segment [0,7],
et donc on sait que [ f(t)dt existe!
e Dans ce genre de situation, on dit que
T sin(t
l'intégrale / t()dt est faussement généralisée en O
0
9 et tout se passe comme pour les intégrales "classiques" de premiére année! )
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5 INTEGRALES FAUSSEMENT GENERALISEES

{g théoréme 13: théoréme des bornes atteintes

L’image d’un segment par une fonction continue & valeurs réelles est un segment.
autrement dit

Si f est continue sur le segment [a,b] alors il existe ¢ < d deux réels tels que f([a,b]) = [c,d]
Ceci signifie également que tout fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes

N
définition 3: fonction prolongeable par continuité

Soit I un intervalle, et xy un élément de I ou une borne finie de I.
Soit f une fonction définie et continue sur U'intervalle I — {zo}.

On dit que f est prolongeable par continuité en z( lorsque lim f(x) existe et est finie
T—T0

La fonction ainsi prolongée est la fonction f: 1 — R

f(z) $1.T # To

l=lim f(z) sixz=ux9
T—xT0

Tres souvent, I’énoncé dit que "l’on appellera encore f la fonction ainsi prolongée”

T —

S rem: on ne dit jamais qu’une fonction est prolongeable par continuité en +00 ou en —oo

-

COexemple 14:

Parmi les intégrales suivantes, indiquer

e celles qui sont des "intégrales de premiére année",

e celles qui sont des "intégrales faussement généralisées"

e ...et les autres (que l'on étudiera dans un chapitre ultérieur!)

i) fol cos(sin(t20%22))dt

.. dt
i) f24 In(4 —t)

i) [ In(t)dt

iV) fl ln(l + t)

dt
Vi

oo dt
V) 1 ?
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