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K désignera comme toujours le corps commutatif R ou C.

Avertissement:

— Dans les espaces de fonctions, on se souviendra toujours que la fonction est nommée par son nom
usuel ou par une seule lettre (par exemple f), et non pas par f(z) (qui correspond a I'image de x

par la fonction f)

— Par exemple, la fonction sinus sera notée et elle correspond a

sin:R — R
x +— sin(z)

— Ainsi le sev ‘ vect(sin , cos, exp) ‘ correspond a ’ensemble des fonctions de la forme

x +—— asin(z) + bcos(x) + c.e”

R — R avec (a,b,c) € R3

— En revanche, on rappelle qu'un polynéme peut s’écrire aussi bien P que P(X)




1 APPLICATIONS LINEAIRES

1 Applications linéaires

définition

Soient E et G deux espaces vectoriels sur le le corps K, et f une application de ¥ — G.

On dit que f est une application linéaire lorsque

V(\p) € K2 V(Z,9) € B2, f(AF + uf) = M(D) + pnf(7)

remarque 1
On a comme définitions équivalentes

— f est une application linéaire lorsque
VA e KY(Z,) € E?, on a {jﬁi

— f est une application linéaire lorsque

VA € K\Y(Z,9) € E2LfOZ+ ) = M (Z) + ()

remarque 2
si f est une application linéaire alors on a toujours
~ f(0) =0 et pour tout Z € E on a f(—&) = — f(&)

— ainsi que

f()\lfl 4+ ...+ )\nfn) = Alf(fl) +...+ )\nf(fn)

&

COexemple 1: application définie sur un ev de fonctions I )
On note E=C®RR)et|T:E — E
f— f"+f
Montrons que T est une application linéaire
Soient fi et fo deux éléments de I, et A € K
On a par linéarité de la dérivation
TAfi+ f2) =M fi+ )+ (AN fi+ fo)
= AN+ AN+ S
=AM+ )+ 2+ o= AT(H) +T(f2) )
( . . o ~ )
,Oexemple 2: application définie sur un ev de polynémes
Soit E =R[X]et|f: E — F
P=PX) — P(—X)
Montrons que f est une application linéaire.
Soient P; et Py deux éléments de E et \ € R.
KOn afAPL+P)=APL+P)(—X)=APi(—X)+ Po(—X) = A.f(P1) + f(P2) )
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1 APPLICATIONS LINEAIRES

COexemple 3: application définie sur un ev de suites )
On note E = KN I'ensemble des suites a valeurs dans K et | f : E — K2
U= (Uun)nen > (uo,u1)
Montrons que 'application f est une application linéaire.
Soient u = (Un)nen €t v = (Vp)nen deux éléments de E. Soit A € K
— Considérons w = \.u + v.
Il s’agit de la suite w = (wy,)nen définie par Vn > 0, w, = A.uy, + v,
— On a ainsi f(Au+v) = f(w) = (wo,w1) = (A.ug + vo,A\.u1 + v1)
— Or (Aup + vo,Aug +v1) = A (ug,ur) + (vo,01) = A f(u) + f(v)
L On a bien f(Au+v) = A.f(u) + f(v) )
~

COexemple 4: application définie sur un ev de fonctions II
On note E=C*®(R,R) et |T: E — FE définie par Vt € R, g(t) = f"(t) + f(t?)

Montrons que T est une application linéaire.
Soient fi et fo deux éléments de E, et A € K
— Considérons f3 = A.f1 + fo
Il s’agit de la fonction définie sur R par f3(t) = A. fi(t) + fa(t)

— Notons g1 = T(f1), 92 = T(f2) et g5 = T(f3)
On a par linéarité de la dérivation

Vt € R, g3(t) = f5 () + f3(t7) = (A fr 4 f2)" () + (A fr 4 f2) (87) = A S (8) + f5 (0) + A f1 () + fa(£?)

ce qui devient V¢ € R, g3(t) = A\.(f7(t) + f1(t?)) + (f5 () + f2(t?)) = A\.g1(t) + g2(t)
On a prouvé que g3 = A.g1 + g2 cad que T'(A.f1 + f2) = AT(f1) + T(f2)

.

définition
— lorsque f: E — FE on dit que f est un endomorphisme de F

— lorsque f: E — G et f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de F sur G

— lorsque f: F — E et f est bijective, on dit que f est un automorphisme de F

remarque 3
On note:
— | L(E,G) | 'ensemble des applications linéaires de E — G

— Pensemble des endomorphismes de F

— | GL(FE) | 'ensemble des automorphismes de E, on I'appelle le groupe linéaire de E

théoréme 1: composée d’applications linéaires
| 1. la composée de deux applications linéaires est encore une application linéaire.

2. la réciproque d’une application linéaire bijective est encore une application linéaire.
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1 APPLICATIONS LINEAIRES

démonstration 1

1. Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).
Notons h = g o f, et montrons que h est une application linéaire.
Soit (%,7,A\) € E? x K.

On a
h(AZ + 7)) = g(f(AZ + 7))
=g\ f(@)+ f(¥)) par linéarité de f
= Xg(f(@)) +9(f(¥)) par linéarité de g
= M(Z) + h(Y)

théoréme 2:
Soient F et F' deux K-ev
1. (L(E,F),+ ,.) est un espace vectoriel sur K
2. L’ensemble des endomorphismes de F, cad L(FE), est un espace vectoriel sur K, stable par la loi o

3. L’ensemble des automorphismes de F, cad GL(E), est stable par la loi o et par passage a
I'inverse. On dit encore que (GL(E),0) est un groupe (HP)

dire que (GL(E),0) est un groupe signifie que :

i) la composée de deux éléments de GL(E) est encore un élément de GL(E)
it) Uinverse d’un élément de GL(E) est encore un élément de GL(E)
iii) idp est un élément de GL(E)
pour (f,g) € GL(E), on a (go f)™' = flog™!

remarque 4 (a propos des endomorphismes)

Nous allons surtout nous intéresser aux endomorphismes de E dans les prochains chapitres. On retien-
dra donc que toute combinaison linéaire d’endomorphismes de FE est encore un endomorphisme de F,
et que la composée de deux endomorphismes de E est encore un endormorphisme de E.

En revanche une combinaison linéaire d’automorphismes de E n’est pas nécessairement un automor-
phisme de E

proposition 1 (régles de calcul)

— si f,g,h sont des applications linéaires et si les compositions sont possibles (cad que les espaces
de départ et d’arrivées respectifs sont compatibles) alors

fo(hg+h)=Afog+ foh et(AXg+h)of=Agof+hof pourtout e K

— si f est un endomorphisme de E, on note fO = idg et Vk e N*, ff = fofo-..of
—_—

k fois
— si f est un automorphisme de E, on note pour k <1, fF = (fH* = fLoflo...of!
—k fois

— si f et g sont 2 endomorphismes de E tels que: fog=go f alors

P
i)VpeN, (f+g9P= (B)ffog’™" (formule du binome de Newton(important))

p—1
i) VpeN*, fP—gP=(f—g)o (X ffog?™* ") (moins important a retenir )
k=0

-Sif: EFE - Fetg: F — G sont des isomorphismes alors g o f est un isomorphisme et

(gof) '=flog™!
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2 NOYAU, ENSEMBLE IMAGE

2 Noyau, ensemble image

définition
Soit f une application linéaire de £ — G.
1. On appelle noyau de f, et on note ker(f), ensemble des vecteurs Z de E tels que f(Z) = 0.

ker(f) = {T € E| f(2) =0}

2. On appelle ensemble image de f, et on note Im(f), 'ensemble des éléments de G qui possédent
au moins un antécédent par f

Im(f) ={y€ G,|3Z€ E, f(Z) =} ={f(@) | £ € E} D

théoréme 3:

Soit f une application linéaire de £ — G.
1. ker(f) est un sev de F
2. Im(f) est un sev de G

démonstration 2

1. — par définition, ker(f) C E
— 0 € ker(f) car comme f est linéaire, on a f(0) = 0
— ker(f) est stable par combinaison linéaire.
Soient (Z1,72,K) € ker(f) x ker(f) x K.
On a ainsi f(Z1) = f(Z2) = T2 et grace a la linéarité de f, on peut écrire

FOEL+To) = Af(Z1) + f(Z) =A0+0=0

ce qui prouve que \.Z1 + Ta € ker(f)
2. — par définition Im(f) C G

— 0 € Im(f) car comme f est linéaire, on a f(0) = 0

— Im(f) est stable par combinaison linéaire.
Soient (1,y2,K) € Im(f) x Im(f) x K.
Comme 31 € Im(f), on sait qu’il existe ¥1 tel que f(¥7)
Comme > € Im(f), on sait qu’il existe Ty tel que f(Z2)
On a donc par linéarité de f

Y1
Ya.

A1+ = AN f(T1) + f(T2) = f(ANT1 + 22)

Comme E est un sev et que T et ¥ sont deux éléments de E, on peut affirmer que \.Z1+T9 €
E.
En notant T3 ce dernier vecteur, on a bien montré qu’il existe T3 tel que \.7j + o = f(¥'3)

(méthode 1: comment déterminer le noyau

< Pour déterminer ker(f) on résout tout simplement équation f(Z) = 0
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2 NOYAU, ENSEMBLE IMAGE

cg)exennﬂe 5: A

Soit | f : R3[X] — R?
aX?4+bX?’+¢cX +d — (a,b—c,c—d,d—b)
1. Noyau de f.

Soit P = aX?+bX?2 + cX +d € R3[X]. On a les équivalences suivantes:

P=aX3+bX?+cX +d € ker(f) < f(P) = (0,0,0,0)
<~ (a,b—c,c—d,d—b) =(0,0,0,0)

a =0
<~
{b:c =d

Ainsi ker(f) = {bX? +bX +blb € R} = {b(X? + X +1)|b € R} = vect(X2 + X + 1)
On a dimker(f) =1
rem: en appliquant le théoréme du rang o f on trouve déja que dimIm(f) =3

2. Ensemble image de f: premiére caractérisation

Im(f) = {f(P)| P € R[X]}
= {f(aX?® +bX% 4 cX +d)| (a,b,c,d) € RY}
= {(a,b - c,c — d,d — b)| (a,b,c,d) € R*}
= {a(1,0,0,0) + 5(0,1,0, — 1) 4 ¢(0, — 1,1,0) 4 d(0,0, — 1,1)|(a,b,c,d) € R*}
= vect((1,0,0,0), (0,1,0, — 1), (0, — 1,1,0), (0,0, — 1,1))
= vect((1,0,0,0), (0,1,0, — 1), (0, — 1,1,0))

car on remarque que (0,0, —1,1) = —(0, — 1,1,0) — (0,1,0, — 1)
Ainsi [ Tm(f) = vect((1,0,0,0), (0,1,0, = 1), (0, = 1,1,0)) |

rem: on peut aussi écrire
Im(f) = {af(X?) +bf(X?) + cf(X) + df (D|(a,b,c.d) € R} = veet(f(X?), f(X?),f(X).f(1))

et ainsi retrouver que l’image d’une base est une famille génératrice de [’ensemble image
3. Ensemble image de f: seconde caractérisation

(,y,2,t) € Im(f) <= 3P € R3[X], f(P) = (z,y,2,t)

— J(ab,cd) €RY, f(aX? + X%+ cX +d) = (z,y,2,t)
a =z
4y Jb—c =y
<~ F(a,b,c,d) € R,
c—d =z
d—b =t
a =x
b =y+tc

> F(a,b,c,d) € RY,
d =—-z+c

—z—y =t

= —z—-y=t

Ainsi |Im(f) = {(z,y,2,t) € R¥z+y +t =0}
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2 NOYAU, ENSEMBLE IMAGE

( )
,Oexemple 6: retour sur un exemple précédent

Onnote E=C®RR) et |T:E — E

fo— "+
Déterminons le noyau de 7.
Soit f € E. On a les équivalences suivantes:
feker(T)«—=T(f)=0<= f"+ f=0+<=3(A,B) € R?, f = A.cos+B.sin
Conclusion |ker(f) = {A.cos+B.sin|(A,B) € R?} = vect(cos, sin)
- J

méthode 2: comment déterminer ’ensemble image de f
Soit f € L(E,G).
Pour déterminer Im(f), il y a deux possibilités
i) On détermine les vecteurs i € G tel que I’équation f(Z) = i posséde au moins une solution (voir
le point 3 de I'exemple
ii) On utilise une famille génératrice de E. Son image par f est une famille génératrice de Im(f)
(voir le point 3 du méme exemple.

théoréme 4: démo en exercice
Soit f une application linéaire de £ — (G, deux sevs.

1. L’image d’un sev de E par f est un sev de G
si F' est un sev de E alors ’ f(F) ={f(@)|z e F}‘ est un sev de G.

2. L’image réciproque d’un sev de GG par une application linéaire est un sev de F
si H est un sev de G alors ‘ Y H)={Z e E|f(%) € H} ‘ est un sev de B

remarque 5 (précision importante)

Attention! Dans le deuxiéme point du théoréme |4, I'application f n’est pas forcément bijective! I
s’agit d’une notation a bien comprendre pour éviter les confusions:
- lorsque I'on écrit f~1(ij) ceci exige que f soit bijective: f~1(i) désigne alors I'image du vecteur i par
la fonction f=!
- lorsque I'on écrit f~1({#}) ceci n’exige pas que f soit bijective: f~1(ij) désigne I'ensemble des vecteurs
T tels que f(T) = ¢. Dans le cas ot § ne posséde pas d’antécédent par f, on note alors f~1({i} = 0
- lorsque H est un ensemble, et plus particuliérement un sev, et que I'on écrit f ~(H) ceci ne présuppose
pas que f soit bijective (c’est a dire que I'application réciproque f~' existe): il s’agit juste d’une
notation pour indiquer les vecteurs dont I'image par f est dans H .Pour éviter cette ambiguiité, on
note parfois f<~'>(H) plutot que f~'(H).
En particulier, f~1({0}) = {& € E|f(Z) = 0} est le noyau de f!
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3 EQUATIONS LINEAIRES

3 Equations linéaires

Soient E et G deux ev, ainsi que f une application linéaire de £ — G.
On appelle équation linéaire, une équation de la forme f(u) = a ot u est I'inconnue (& chercher dans E),
et a un vecteur donné (de G).

COexemple 7:

~

2¢+y =-1

peut s’écrire sous la forme d’une équation linéaire, et
3z+2y =2

Montrer que le systéme linéaire {

donner f,u et a.
Il suffit de considérer | f: R* — R2 et ’ u=(z,y) et a= (—1,2)‘
(r.y) — 22+ y32+2)

On a alors ’équivalence

{2x+y = -1

3r+2y =2

- J

( < . . e e o . . . )
,Oexemple 8: un systéme d’équation linéaire a n équations et p inconnues est une
équation linéaire

{$1+3$2—|—$3 =4

— le systéme correspond & l’équation linéaire f(u) = a avec

201+ a0 —2x3 =5

f: K3 — K2 et ’u = (r1,r2,x3) et a = (4,5) ‘
(xl,xg,l’g) — (561 + 3x9 + 3,201 + 2 — xg)

— Dans le cas général,

a11T1 + -+ a1pTp =1
le systéme : correspond a l’équation linéaire f(u) = a
Ap1T1 + * + GpnpTp = Yn

avec | f : KP — K"
(1,...,2p) > (@121 + -+ a1pTp, ... ,an 121 + - -+ AppTp)

et | u=(z1,...,xp) et a = (y1,...,Yn)
L J

,Oexemple 9: une équation différentielle linéaire est une équation linéaire.

— L’équation différentielle |y” + 2y’ + 4y = sin(z) | correspond a l'équation linéaire f(u) = a avec

f:C*(RR) — C(R,R) et u=y et a=sin
y  — 2+ 4y

— Dans le cas général, «, 8, et d étant des fonctions continues sur un intervalle I,
I’équation différentielle ’ alx)y” + B(x)y +v(x).y = d(x) sur I ‘ correspond a 1’équation linéaire

f(u) =aavec|f: C*(IK) — C°(IK) etu=yeta=>9

X  — aX"+8X" +7.X

- J
On voit sur les exemples précédents qu’il suffit de connaA@tre un résultat sur les équations linéaires

de la forme f(u) = a pour obtenir des résultats sur des équations qui se présentent a priori sous des formes

bien différentes.
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4 APPLICATIONS LINEAIRES DEFINIES SUR UN SEV DE DIMENSION FINIE

{g théoréme 5: solution d’une équation linéaire

Soit f € L(E,G) et a € G.

On considére ’équation linéaire f(u) = a d’inconnue u
1. L’équation a au moins une solution ssi a € Im(f)

2. si ug est une solution particuliére, alors

‘u est solution si et seulement si u s’écrit u = ug + v avec v € ker(f) ‘

c’est a dire que la solution générale d’une équation linéaire est donmnée par la somme d’une
solution particuliére et de la solution générale de l’équation sans second membre:
on utilise parfois un abus d’écriture en écrivant que ’ensemble des solutions est

S = ug + ker(f) = {uo + v|v € ker(f)}

démonstration 3

Soit f une application linéaire d’un ev E dans un ev G.
Soit a un élément donné de G

1. trivial

2. soit ug une solution particuliére.
On a les équivalences suivantes:

fu) =a<= f(u) = f(uo) <= f(u) — f(uo) =0 <= f(u—up) =0 <= u—ug € ker(f)
Ce qui s’écrit encore

f(u) =a <= u—up € ker(f) <= Jv € ker(f),u —up =v <= v € ker(f),u = up + v

4 Applications linéaires définies sur un sev de dimension finie

théoréme 6: image d’une famille de vecteurs par une application linéaire.

Soit f une application linéaire de E — G , o E est un espace vectoriel de dimension finie. Alors:
i) si (z1,...,%,) est une famille lice alors (f(Z1),f(Z2),....f(Zn)) est une famille lice.

) si (f(21),f(&2),...,f(Z,)) est une famille libre alors (z1,...,Z,) est une famille libre.

iii) si(Z;)1<i<n est une famille génératrice de E alors (f(Z;))1<i<n est une famille génératrice de Im f
)

)
si F' est un sev de E et si B est une base de F, alors f(B) est une famille génératrice de f(F)
(on en déduit donc que dim f(F) < dim F' )

démonstration 4

Soit f une application linéaire de F dans G.
i) Soit (Z1,...,2zy) une famille liée de E.

Ceci signifie qu’il existe (A1,...,An) # (0,...,0) tel que \1.&1 + -+ - + \p.Zp, = 0.
En composant chaque membre de cette égalité par Iapplication f, et en tenant compte de sa
linéarité, cela donne Ay.f(Z1) + -+ + An.f(Zn) = 0.
Comme (A1, ..., A\n) # (0,...,0) cette derniére égalité permet d’affirmer que la famille (f(Z1),...,f(Zn))
est une famille liée.

ii) c’est la contraposée de i)

iii) Soit (¥;)1<i<n une famille génératrice de E.
On a donc E = vect(Z1,...,Zp).
Par linéarité de I’application f on a donc

Imf = f(E) = {f()\lfl—l—‘ . '+)\nffn)|(/\17 o ;)\n) € Kn} = {Alf(fl)—i-- . —|—)\nf<fn)‘(A1, - ,)\n) € Kn}

On reconnait alors bien que Im f = vect(f(Z1),...,f(Zn))
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4 APPLICATIONS LINEAIRES DEFINIES SUR UN SEV DE DIMENSION FINIE

{g théoréme 7: application linéaire entiérement définie sur une base

1. Soient (e_f, e ,ai) une base de F, et (ﬁ, ... ,g_>n) une famille de vecteurs de 1’espace G.

Alors, il existe une unique application linéaire f : E — G telle que Vp € [1,n],f(€,) = gy
2. Une application linéaire définie sur £ = F} @ F5 est entiérement déterminée par ses restrictions
a Fy et a Fy (("si on sait comment f agit sur Fy et Fy alors on sait comment f agit sur E.")

rem: La premiére proposition signifie, entre autre, qu’une application linéaire définie sur une ev E de
dimension finie est entierement caractérisée par l'tmage d’une base de E. Ceci est vraiment propre auz
applications linéaires : pour n’importe quelle autre application, la connaissance de l'image d’un nombre
fini (ou méme infini) de correspondances ne permet pas de connaitre complétement ’application. (par
exemple il ne suffit pas de savoir que Vk € Z, sin(km) = 0 pour avoir une idée de la fonction sin!)

-
,Oexemple 10:
Soit E' = Ry[X]. On considére une application linéaire f de £ — R[X] qui vérifie { f(X) =X —1.

1. Combien y-a-t-il d’applications linéaires f qui vérifient ces hypothéses?

2. Déterminer Im f

3. Déterminer I'image par f du polynéme aX? +bX + ¢

g(1) =0,

4. Combien existe-t-il d’application linéaire g définie sur F telles que !
9(X) =X-1

1. Comme (1,X,X?) est une base de Ro[X], d’apres le théoréme précédent, on peut affirmer qu’il existe
une unique application linéaire qui vérifie les conditions imposées.

2. On sait que 'image d’une base est une famille génératrice de Im f, on a donc ici
Tm £ = vect(£(1), £(X),f(X2)) = veet(X — 1,X + 1)

Il est facile de justifier que vect(X — 1,X + 1) = R{[X], en effet:
— On a vect(X —1,X +1) C Ry[X]
— Comme (X — 1,X + 1) est une famille libre on a dimvect(X —1,X +1) =2
— Ainsi vect(X — 1,X 4+ 1) C Ry[X] et dimvect(X — 1,X + 1) = dim R, [X].
On sait que cela suffit pour affirmer que vect(X — 1,X + 1) = Ry [X]
3. flaX?+bX+c)=af(XH+bf(X)+ef(l)=a(X+1)+b(X-1)=(a+b).X+a—1b

4. Une infinité! En effet, toujours d’apres le théoréme précédent,

g(1) =1 g(1) =2
il en existe une qui vérifie § g(X) =X —1, une autre qui vérifie < g(X) =X —1, encore
g(X?) =X+1 g(X?) =X+1
9(1) =3

une autre qui vérifie ¢ g(X) =X -—1...
g(X?) =X+1
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4 APPLICATIONS LINEAIRES DEFINIES SUR UN SEV DE DIMENSION FINIE

%méthode 3: comment obtenir une famille génératrice de Im f
Si f € L(E,G) alors 'image d’une base B de F par f est une famille génératrice de Im f.
Les coordonnées des vecteurs de cette famille génératrice dans une base C de G sont les vecteurs
colonnes de la matrices de f dans les bases B et C
Exemples:
1. Soit f: R® — R?
(,y,2) — (z+y,y+ 22— 2)
L’image d’une base de R, donc par exemple de la base canonique de R, par f nous donne une
famille génératrice de Im f. D’ou

| Im(f) = veet(£(1,0,0),£(0,1,0),£(0,0,1)) = vect((1,0,1),(1,1,0),(0,1, - 1)) |

1 -1
2. Soit f I’endomorphisme de Ry[X]| dont la matrice dans la base (X2, X,1) est | 0

2
1 1
3 1 4

Comme ceci signifie que

X =X243,f(X)=-X*+X+1et f1)=2X*+X+4

On en déduit que |Im(f) = vect(X2 +3, — X2+ X +1,2X2 + X +4)

1 2
3. Soit f Uapplication canoniquement associ€ & la matrice [ 0 1
3 1

Ceci signifie que f est lapplication linéaire de K2 dans K> qui posséde cette matrice relativement

aux bases canoniques de ces deux espaces.

On a ainsi f((1,0)) = (1,0,3) et f((0,1)) = (2,1,1).

Do \Im(f) B vect((1,0,3),(2,1,1))\
remarque: comme le montre ces deux exemples, les vecteurs colonnes de la matrices ne sont pas
(toujours) des vecteurs d’une famille génératrice de Im(f) mais les vecteurs colonnes indiquent les
coordonnées des vecteurs qui constituent la famille génératrice de Tm(f)
remarque: cependant, lorsque 'on considére I’endomorphisme f canoniquement associé a la ma-
trice A alors les vecteurs colonnes de A sont les vecteurs qui constituent une famille génératrice de

!

ire )
définition
On appelle rang de ’application linéaire f, et on note rg f, la dimension de Im f.
c’est a dire que l'on a ‘ rg(f) = dim(Im f)‘
- J
~

COexemple 11:
1. Dans exemple le rang de l'application f est égal a 2 car dimIm(f) = dimR;[X] = 2
2. Soit f une application linéaire de R* dans R? telle que f((1,2,1,0)) = (1,1) et £((0,1,2,3)) = (1,0).
Déterminer le rang de f.
— ce que l'on peut dire déja, comme Im(f) C R?, c’est que rg(f) < dimR? = 2
— De plus Im(f) contient les vecteurs (1,1) et (1,0) qui sont linéairement indépendants, donc
dimIm(f) > 2
— Des deux points précédents, on en déduit que rg(f) = 2.
et lon peut alors affirmer de plus que rg(f) = R? car on sait que Im(f) C R? et que
dim Im(f) = dimR?/ )
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4 APPLICATIONS LINEAIRES DEFINIES SUR UN SEV DE DIMENSION FINIE

théoréme 8: caractérisation des applications injectives

Soit f une application linéaire de £ — G. Il y a équivalence entre :

i) ker f = {0}.

i) f est injective.

les caractérisations suivantes sont hors-programme

iii) pour tout sev F' de E, on a dim f(F') = dim F’

iv) 1g(f) = dim(E)

v) pour toute famille libre (Z;)1<i<n de E, la famille (f(Z;))1<i<n est une famille libre de G

démonstration 5
Soit f une application linéaire de E dans G.
— On suppose que ker f = {6} et on va montrer que f est injective.
Soient 1 et Ty deux vecteurs de E tel que f(Z1) = f(Z2).
On peut écrire que f(& — &3) = f(Z1) — f(Z2) = 0, et donc que &) — & € ker f.
Mais comme le noyau est réduit au vecteur nul ceci signifie que & — Ta = 0.
On a bien montré I'implication f(Z1) = f(¥2) <= &1 = Za!

— On suppose que f est injective et on va montrer que ker f = {6}
Soit & € ker f
On a donc f(Z) = 0, mais on a aussi f(0) = 0.
Ainsi f(Z) = f(0)! Et par injectivité de f on peut affirmer que ¥ = 0.
On vient de prouver que ker f C {0}
Comme Pautre inclusion est toujours vraie pour une application linéaire, on en déduit bien que

ker f = {0}

COexemple 12:
FEtudier linjectivité de Uapplication f : Ro[X] —
P = XP -2P
— il est clair que f est une application linéaire
— déterminons le noyau de f.
Soit P = aX? + bX + c un polynoéme quelconque de Ro[X], on a les équivalences suivantes

P € ker(f) <= f(P) =0 <= X.(2aX +b) — 2(aX?> +bX +¢) =0 <= bX —2c=0

or on sait qu’'un polynéme est le polynéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls, ce qui donne
I’équivalence
Peker(f)<—=b=c=0

On trouve donc que |ker(f) = {aX?|a € R} = vect(X?)
Comme le noyau n’est pas réduit au vecteur nul, on peut en déduire d’apreés le théoréme précédent
que f n’est pas injective.

remarque: sans déterminer complétement le noyau, si au départ vous aviez remarqué que f(X?) =0
cela suffisait pour affirmer que f n’était pas injective! )

.

remarque 6 (injectivité, surjectivité: rappel des définitions)

Soit f une application de E — (. Par définition:

— f est injective lorsque |¥(#1,72) € E? | (f(#1) = f(%2) = 71 = ¥2)
f est injective lorsque tout élément de G posséde au plus un antécédent.

— f est surjective lorsque Im f = G ce‘uﬂ Vye G,Ix € E, f(T) = g“
f est surjective lorsque tout élément de GG posséde au moins un antécédent.
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4 APPLICATIONS LINEAIRES DEFINIES SUR UN SEV DE DIMENSION FINIE

théoréme 9: caractérisation des applications surjectives
Soit f une application linéaire de £ — G . Il y a équivalence entre :
i) f est surjective
i) Imf=G
iii) rg(f) = dim(G) (lorsque dim G est finie bien str)

théoréme 10: caractérisation des isomorphismes en dimension finie

Soit f une application linéaire de E — G avec dim E = dim G < oo (hyp. trés importante!).
Il y a équivalence entre:

i) f est injective (<= ker f = {0})

ii) f est surjective(<= Im(f) = G)
iii) f est bijective (c’est un isomorphisme de E sur G)
iv) I'image d’une base de E par f est une base de G.
v) rg(f) = dim(G) = dim(E)

COexemple 13: A
Soit f: R* — Ry[X]
(a,b) — (a+b)X + (a—D)
Montrer que f est un isomorphisme
— Il est aisé de vérifier que f est une application linéaire.
— Justifions que ker(f) = {0}
Soit (a,b) € R2.

On a les équivalences suivantes

b =0
(a,b) € ker f < f(a,b) =0 (a+b)X + (a —b) = Ogx] & {a+b 0 Sa=b=0
a — =
Ceci prouve bien que ker f est réduit au vecteur nul

~ Comme dimR? = dimR;[X] = 2, d’apres le théoreme de caractérisation des isomorphismes en
9 dimension finie on peut alors affirmer que f est bijective

J

théoréme 11: caractérisation des automorphismes en dimension finie

Soit f un endomorphisme de E avec E un ev de dimension finie (hyp. trés importante!).
Il y a équivalence entre:

i) f est injective (<= ker f = {0})
ii) f est surjective(<= Im(f) = E)

iii) f est bijective (c’est un automorphisme de F )
)
)

iv) I'image d’une base de E par f est encore une base de FE.
v) rg(f) = dim(E)

rem: ce n'est qu’un cas particulier du théoréme précédent!
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4 APPLICATIONS LINEAIRES DEFINIES SUR UN SEV DE DIMENSION FINIE

définition
Soient E et G deux K—ev.
On dit que F et G sont isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de E sur G.

théoréme 12: deux espaces sont isomorphes ssi ils ont méme dimension finie
| i. tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K"

ii. deux ev F et G de dimension finie sont isomorphes si et seulement si dim £ = dim G

g ™
,Oexemple 14:
Soit | f: R3 — Ry[X]
(abc) — (a+c)X +(c—b+a)
f est-elle un isomorphisme?
L Comme dimR3 = 3 et que dim Ry [X] = 2, l’application f ne peut étre un isomorphisme! y

{g théoréme 13: théoréme du rang

Soit F un ev de dimension finie, et f : £ — G une application linéaire. Alors:

‘dimE = dimker f + dimIm f = dimkerf—l—rgf‘

Attention! Une faute classique consiste a penser que ce théoréme signifie que ker f et Im f sont toujours
supplémentaires dans E!

{g théoréme 14: une composition d’applications linéaires n’augmente pas le rang
Soient f: E — F et g: F — G deux applications linéaires. Alors

(r8(g © ) < min(rg(9),re(f)) |

{§ théoréme 15: invariance du rang par composition par un isomorphisme

Soit f une application linéaire, et g1 et go deux isomorphismes.

Alors: rg(f) =rg(fog1) =rg(g20 f)

"composer une application par un isomorphisme ne modifie pas son rang"

théoréme 16: dimension de L(E,G)

Si E et GG sont deux espaces vectoriels de dimension finie, alors L(FE,G) est aussi un espace vectoriel
de dimension finie, et I'on a ‘ dim L(E,G) = (dim E) x (dim G) ‘
En particulier, I’ensemble des endomorphismes de E est un ev de dimension finie,

avec |dim £(E) = (dim F)?
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