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1 GENERALITES

DANS TOUT CE CHAPITRE, (Un)n2n0 DESIGNERA UNE SUITE DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES

DEFINIE A PARTIR DU RANG ny. ON LUI ASSOCIE UNE NOUVELLE SUITE (S}, )n>n, DEFINIE PAR
n

Sp = > ug

k=ng
1 Généralités

1.1 définitions

~
définition 1: sommes partielles
Soit (Un)n>n, une suite de nombres réels ou complexes définie a partir du rang ng
n
1. La quantité S, = upy + Ungt1 + -+ +up = Y. uy s'appelle la somme partielle d’indice n
k=ng
9 2. On appelle série numérique de terme général uy,, et on note > u,, la suite (Sp)n>n,- )
(7 1aposes . )
Wdeﬁnltlon 2: CV, DV, ACV, GDV,...somme d’une série
Soit > uy, une série.
i) On dit que la série > u, converge (CV) lorsque la suite des sommes partielles (.S,,) converge.
o0 o
Dans ce cas, on appelle somme de la série > u,, et on note | > ug|ou | ukl|, la limite de la
k=ng no
suite des sommes partielles
o n
2 e = lim 5o =l D ue
no k=ng
ii) Dans le cas contraire, on dit que la série de terme général u,, diverge (DV)
iii) On dit que la série > u, est grossiérement divergente (GDV) lorsque son terme général ne tend
pas vers 0, cad la suite (u,) ne tend pas vers 0
iv) On dit que la série > u,, est absolument convergente(ACV) lorsque la série de termé général |uy,|
converge, cad lorsque ) |u,| converge
On montrera plus tard que:
e une série GDV est forcément une série DV (réciproque fausse)
o une série ACV est forcément une série CV (réciproque fausse)

-

remarque 1 (Trés important)
1l faut bien comprendre que lorsque I'on s’intéresse a la série de terme général u, on ne s’intéresse pas
a la suite (u,) mais a une autre suite qui est définie a partir de u,, a savoir la suite (.Sy,)

e par exemple, I'étude de la série de terme général u,, = 1 correspond a I'étude de la suite (Sy)

n
définie par Sy, = > up =n+1
k=0

1
e de méme, I’étude de la série de terme général u,, = — correspond a I’étude de la suite (Sy,) définie
n

n 1 1
par S, = > up =14+ -+ -+ —
k=1 2 n

Dans la pluplart des cas, on ne sait pas calculer I’expression de explicite de S,. Ce chapitre développe
alors des théorémes qui permettent, en considérant u, (cad le terme général), d’avoir des conclusions
sur S,, (cad la somme partielle, et donc la série)
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1.1 définitions

GENERALITES

-
,Oexemple 1:
Soit (un)n>0 une suite de réels ou de complexes.
1. La somme partielle d’indice n de la série de tg u, est X
2. La somme partielle d’indice 2n de la série de tg u, est X

3. La somme partielle d’indice n de la série de tg ug, est X

4. La somme partielle d’indice 2n de la série de tg ug, est X

,Oexemple 2:
Indiquer la nature précise(CV, DV, ACV, GDV) des séries suivantes:

1 1" 1 5 —9\n
)SETD SE=SND LD St D DNCIND SCTIND Sht

remarque 2

géométrique ou par récurrence).

e Jorsqu’une série nous est donnée, la premiére question posée est celle de sa convergence. Si elle
Dest, on peut chercher la valeur exacte de sa somme (ou se contenter d’une valeur approchée.)

e dans les cas les plus simples, les sommes partielles sont calculables: I'étude de la série se fait
alors par I'étude de la suite de ses sommes partielles (situation télescopique le plus souvent ou

e déterminer la nature d’une série, c’est déterminer si elle est convergente ou divergente

e une série est divergente soit parce que la suite des sommes partielles (Sy,) admet une limite infinie,
soit parce que la suite (S,,) ne posséde pas de limite.(chercher un exemple de série pour chacun

des deux cas ci-dessus)
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1.2 procédé télescopique

1 GENERALITES

1.2 procédé télescopique

Le cas classique ol on peut calculer la somme .S, est celui du procédé télescopique:
n

le terme général w,, s’écrit sous la forme u, = vp41 — vy et on a donc S, = Y (Vg1 — V) = Unt1 — Ung

k=ng

théoréme 1: lien entre suite et série - & savoir redémontrer
c’est a dire:

(vp,) converge <= E Upt1 — Un CONVErge

“+o00

Dans le cas de convergence: Y (vg+1 —vg) = ( lim wvy) — vy,
k=no n—-4o00

n

k=ng
| rem: bien sar, > Upt1 — Uy €t Y, Uy — Up—1 désigne la méme série

la suite (v,) converge si et seulement si la série de terme général w,, = v,41 — v, converge

rem: il suffit de se rappeler que pour n = ng on a Y, Ug+1 — Uk = Upt1 — Ung

~

COexemple 3: ’exemple hyper-classique

On pose u, = pour n > 1.

_
nin+1)
1 a b

1. Déterminer deux réels a et b tels que Vn > 1, — = — +
rminer deux r a s que Vn > n D n Tyl
2. En déduire une expression trés simple de S,

3. La suite (S,) est-elle convergente?

1. Le calcul donnea=1et b= —1

2. Soit n > 1.
On a

R
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(On a réalisé un glissement d’indice k <— k41 dans la seconde somme)

3. Comme lim S, =1, on peut affirmer que la série ) ———— converge
n—00 n(n + 1)
* 1
et que sa somme vaut — =1
-
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1.3 exemples de référence 1 GENERALITES

1.3 exemples de référence

. . » r ra 2 \
théoréme 2: Séries de Riemann (énoncé général)
Soit o € R.
la série de terme général — (ot A € K* fix¢) converge si et seulement si o > 1.
n
ce que l'on peut encore écrire:
> — converge ssi a > 1
na
- J
(1 s . R
{g théoréme 3: séries géométriques
Soit a € C.
59 1
La série ) a" converge [converge absolument| ssi |a| < 1, et dans ce cas | > a" = ]
0 —a
D’une maniére plus générale, une série géométrique est une série dont le terme général est du type
C.a™, ot a et C sont deuxr constantes indépendantes de n

J

théoréme 4: exponentielle complexe

ZTL +o0 zn
Pour tout complexe z, la série de terme général — est absolument convergente et |exp(z) =

TL' n=0 TL'

Les séries géométriques sont particuliérement importantes et on les retrouve vraiment trés souvent,
parfois sous des formes cachées avec des cos ou des sin. L’idée est alors de "passer en complexe" pour faire
apparaltre une somme géométrique.

méthode 1: Quelques formules a savoir retrouver

N désigne un entier naturel fixé.
N

& a
e > a"= si |a| < 1 bien str
n=N l-a
N N+1 sia=1
o Y a"=41_gNt!
=0 .
1-a
o0
o Y akntr = ok si Ja] < 1, k non nul et p quelconque.
n=0 —a

par exemple, on a

SO0 266 =(6)) -6) 6 e

remarque 3 (& propos des séries de Riemann)

. 1 . .
e Pour a < 0 la série ) — est grossiérement divergente.
n

e Dans les autres cas, la démonstration se fait par comparaison & une intégrale (a savoir refaire)

. 1 1 , . :
o Les séries Y, — et Y, — sont deux séries de Riemann divergentes.
n n

vn
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1.3 exemples de référence 1 GENERALITES

(o]
e Les mathématiciens savent calculer explicitement la somme des séries de Riemann du type Y —
1 N%
lorsque « est un entier naturel pair supérieur ou égal a4 deux. Pour information, on a

n? 6 nt = nb 945 nd 9450
n=1 n=1 n=1 n=1
e En revanche si o est un entier impair, on ne sait pas grand chose. .. Que vaut Z — 7 Clest, a

ce jour, un mystére. Apéry, mathématicien francgais effectivement décédé, montra en 1979 que
c’était un nombre irrationnel. Et en 2001, Tanguy Rivoal re¢u le prix Langevin(d’un montant de
10 000F) pour avoir montré qu’il existe une infinité d’entiers o impairs pour lesquels la série de
Riemann est irrationnelle.
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1.4 des résultats a avoir en téte 1 GENERALITES

1.4 des résultats a avoir en téte

théoréme 5: condition nécessaire de convergence

Pour qu’une série converge, il faut que son terme général tende vers 0 .

Attention ! La réciproque est fausse : le terme général d’une série peut tendre vers zéro sans que pour
autant la série ne converge(cf. exemples plus bas ).

démonstration:
Soit Y uy, une série convergente.
Pour tout n = ng, on a

n+1 n
Sn+1 - S, = § U — § U = Un+1
k=ng k=ng

Comme > u, converge on sait que im S, existe et est finie (notons la S)
On a alors

Ainsi limup41 =0 cqfd!

e . . . N
,Oexemple 4: la série harmonique est DV mais pas GDV
1 L |
On s’intéresse a la série Y, — . On note S, = —.
n k=1 k
1. prouver que pour tout n > 1, S, — S, > 1/2
1
2. en raisonnant par ’absurde, montrer que > — diverge
n
1. Soit n > 1.
On a ) )
n n n
1 1 1 1 1 1
SQn_Sn: T T = T = + +---+
k:lk k:lk k:n—i—lk n+l n+2 n+n
On a
VEk € [n+1,2n] 1.1
n+12n],- > —
k= 2n
et donc
2n 1 2n 1 1 1
> 15 30 Lot -l
k 2n 2n 2
k=n+1 k=n-+1
- 1
2. Supposons que la série ) — converge.
Notons S la limite finie de la suite (S), cad S = lim S,,.
n—oo
Comme (S9,,) est une suite extraite de la suite (S,), on sait que lim Ss, = S également.
n—oo
Ainsi lim Sy, — S, =5—-5=0.
Or comme pour tout n on a Sy, — S, > =, on doit avoir lim So, — S, > =.
2 n—00 2
contradiction )
Conclusion: la série de terme général — est divergente
N n J
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1.4 des résultats a avoir en téte 1 GENERALITES

remarque 4 (importante)

la nature d’une série ne change pas si I’on change un nombre fini de termes.

(C’est d’ailleurs pour cela que I'on note une série »  u, sans se référer au premier indice ny. .. )

La nature d’une série dépend donc uniquement du "comportement" du terme général au voisinage de +oc .
En revanche, la somme d’une série convergente a priori change(. .. et c’est pour cela que la notation de
la valeur de la série utilise d’indice ng) .

COexem ple 5: A

On considére la suite (up)n>1 de Vn > 1,u, = m%-u)
et la suite (vy,)n>1 définie par vi = 1,v9 =0 et Yn > 3, v, = m
On note Sy, (resp. T,,) la somme partielle d’indice n de la série Y uy, (resp. > vp).

On a ainsi:

1
05’1:u1:§etT1:v1:1

2
) SQZU1+U2:§etT2:'U1+'U2:1

3 13
o 53=u1+u2+u321etT3=U1+U2+U3:ﬁ

Comme pour tout k > 3 on a uy = vy, on peut alors affirmer que:

n n
pour tout n > 3 fixéon a Y, up = Y. vg.
k=3 k=3

On en déduit donc que pour tout n > 3 fixé, on a

n n n
1 1 1
Tn=v1+v2+2vk=v1+vz+zuk201+UQ*U1*U2+ZU/&:1+0*§*6+5n25n+*

k=3 k=3 k=1 3

1
Ainsi, ‘Ia suite (1) converge ssi la suite (Sy,) converge ‘, et I'on a dans ce cas lim7T,, = 3 +lim S,

e
Comme on a prouvé que la série > u,, converge et que Y u, = 1,
n=1
S 1 4
on peut aﬁirmer que Z’Un converge et I'on a E Up = = + 1= §

\_ n=1 3 Y,

Lorsque, comme dans I'exemple précédent, on modifie un nombre fini de termes d’une série, les suites
des sommes partielles sont égales a une constante additive prés (a partir d’un certain rang) .

Soient Y wuy et Y, vy, deux séries de sommes partielles respectives Sy, et T),.
nzng nzng
On suppose qu’il existe N > ng tel que Vn > N, u, = vn,.

On a alors pourn > N:

n n n N-1 n N-1
Sn—Tn:Zuk—ka:Z(uk—vk):Z(uk—vk)—i-Z(uk—vk):Z(uk—vk)
k=ng k=ng k=ng k=ng k=N k=ng

terme constant

Ainsi, a partir d’un certain rang, les suites (Sy,) et (1},) sont égales a une constante preés, donc sont simul-

tanément convergentes ou simultanément divergentes. ‘ Cecl: les séries Y uy, et > v, sont de méme nature.

remarque 5 (@ avoir en téte également)

La nature d’une série n’est pas modifiée si on multiplie son terme général par un scalaire
non nul. (cf. le paragraphe "Quelques considérations importantes”)

Serge Lemarquis 8



1.5 approximation de la somme d’un série convergente 1 GENERALITES

1.5 approximation de la somme d’un série convergente

N
définition 3: reste

Lorsque Y uy, est une série convergente, de somme S, on appelle reste d’ordre d’ordre n la différence

oo
R,=5-5,= Z U = Up+1 + Up42 + Up43 + ...
k=n+1

rem: il est immédiat que
i) imR,, =0
ii) la suite (Ry,) est décroissante lorsque la série est a terme général positif.
(en effet Ryy1 — Ry = Sy — Sp+1 = —Un+1)

-

remarque 6 (¢émportant )

On considére une série convergente. On notera S,, sa somme partielle d’indice n et S la somme de la

série. On a donc lim S, = S € C(limite finie) La notion de reste est bien utile pour déterminer une
n—oo

valeur approchée de la somme d’une série avec une précision donnée.
En effet, on a S = S, + R, avec lim S, =S, ce qui permet de prendre S,, (n étant un entier fixé, on
n—oo

sait calculer S,, car cette somme comporte un nombre fini de termes) comme valeur approchée de S a
une précision de R,,.( voir les exemples du paragraphe correspondants)

" < . < 1 ™
,Oexemple 6: a traiter aprés ’exemple 1
oo
e 3 10-6 nrac _
Donner une valeur approchée & 10™° prés de S = kgl 3 . 72015
1
1. A l'aide de 'encadrement 0 < uy < oF
e Ayant prouvé auparavant la convergence de chaque série, on peut écrire, pour tout n > 1 que
1
0<R,= > u< 5) = 1:(5)71
k=n+1 k=n+1 1- =
2

e Ainsi, pour étre siir que S, soit une valeur approchée (par défaut) de S a 1076 pres,
1
il suffit de choisir n tel que on < 1076,

e La suite (27) est une suite coissante et I'on a 219 = 524288 < 10° < 1048576 = 2%0.
On peut donc affirmer, et on ne peut pas faire mieux, que Sog est une valeur approchée de S
a 1076 pres.

2. A laide de 'encadrement 0 < uy <

2015k
e Ayant prouvé auparavant la convergence de chaque série, on peut écrire, pour tout n > 1 que
S S T T B
O0<R,= < — ) = - _
" k:%l“”“ ,fz%l (2015) L1 2014 2015"
2015
1
tte foi tat laisi le pl tit i vérifi : < 1076 est
e Cette fois, on constate avec plaisir que, le plus petit n qui vérifie 5014 20157 es
...n=1!
e Ainsi, S; = uj est une valeur approchée de S & 1076 preés.
1 2
O = = >~ (,491076
L S Ty s T 2015 2017 x 2014 )

Serge Lemarquis 9



1.5 approximation de la somme d’un série convergente 1 GENERALITES

COexemple 7: autre recherche de valeur approchée

e Nous montrerons en exercice que la série » était convergente.

n22an
o

e Déterminons maintenant une valeur approchée de 29m
n=1"T

e Trés souvent, pour majorer une somme, on va majorer chaque terme de la somme.

a 1072 prés.

e Ici, soit n un entier supérieur ou égal a un fixé.

1 1
k22k = (n +1)2.2k

On a pour tout k > n + 1 'encadrement 0 <

On a donc
o0 o0 o0
1 1 1 1 1
an+1 k22 kzn-s—l (n+1)2.2 (n+1) an+1 2 27 (n+1)
. . 1 9 . )
e Le plus petit entier n tel que —— = < 107¢ est n = 3. Donc S5 fournit une valeur approchée
27(n 4 1)2
301 83

de la somme de la série 4 1072 prés. On a S3 = > = — =0,576 4 1073 prés.

= k22k 144

e Conclusion: | S est égale & 0,57 & 1072 prés. ‘

-

( . . R .
/Oexemple 8: recherche de valeur approchée avec comparaison a une intégrale.
o0

1
On souhaite donner une valeur approchée de S = > — a 1072 prés.
n=1"T

1
On utilise les notations habituelles: u, = —. (S, Sp, Ry ..)
n

dt
1. Montrer que pour tout k£ > 2, on a up < fkk—l 3 (on note v, cette quantité)

N, N dt

2. En déduire que pour tout n > 1 et tout N >n,ona » up< [, 5
k=n+1

3. Justifier que pour tout entier n > 1, on a 0 < R, < et proposer une valeur approchée de S a

202’
1072 pres.

4. Remarque:

1

e Il est facile de prouver que pour tout k£ > 2 on a uj < FE—

N N
e On en déduit que pour tout (n,N) telque N >n>2onal< > wup< Y. v
k=n+1 k=n+1
1
2n(n+1)
e Avec cette majoration, on peut affirmer que S7 est une valeur approchée de S a 1072 prés!

e Puis en faisant tendre N — oo, on prouve que 0 < R,, <

Applications numériques:
e S;=1.1932 a 10~ pres et Sg = 1.1951 a 10~ pres

-
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2 SERIES A TERMES POSITIFS

2 Séries a termes positifs

Rappels sur les suites croissantes: théoréme des suites monotones
e une suite croissante posséde toujours une limite

e une suite croissante posséde une limite finie ssi elle est majorée.

e une suite croissante non majorée tend vers -+oo

On garde les mémes notations que précedemment (uy, Sy S...):

& : < A e )
ﬁ théoréme 6: important 4 garder en téte quand le tg est positif
Soit une série de terme général positif.
Alors la suite des sommes partielles (5S,,) est croissante. (car on a Sp41 — Sy = Upy1 = 0)
Et par conséquent, d’apres le théoréme des suites monotones, il y a équivalence entre :
i) la suite (S,) est majorée
ii) la suite (S,) est une suite convergente.
L iii) la série > u, converge. )
(" N
/Oexemple 9:
o La série de tg u, = ﬁ > 0 a la suite de ses sommes partielles croissante car Sp11— 5, = \/ﬁ >0
e La série de tg u, = \_/—% < 0 a la suite de ses sommes partielles décroissante car Sp+1 — S, = :H
e La série de tg u, = (?/15)” a la suite de ses sommes partielles qui n’est pas monotone
_1\n+1
car Sp+1 — Sp = (\/Qﬁ est négatif pour n pair et positif pour n impair )

-

théoréme 7:

Soit Y u, une série de terme général positif pour n assez grand. Alors:

la série Z uy, diverge ssi lim S,, = 400 (cad les sommes partielles tendent vers +o00)

remarque 7

Lorsqu’il n’y a pas d’hypothéses sur le terme général et qu’on sait qu’une série est divergente, on peut
juste dire que la suite de ses sommes partielles ne posséde pas de limite, ou bien qu’elle posséde une
limite infinie. Mais on ne peut en dire plus: on ne sait pas dans lequel des deux cas on se trouve.
Cependant, lorsque le terme général est positif pour n assez grand, on peut dire que si une série est
divergente alors c’est forcément que ses sommes partielles tendent vers +oo

(7 M
,Oexemple 10:
1 1
e La série ) — est une série dont le terme général est positif (c’est — > 0)
n n
e On sait que cette série est une série divergente.
On peut donc | affirmer | que la suite de ses sommes partielles tend vers 4+o0o
e On vient de montrer que | lim (1 + % 4+ -+ %) = +o00
& n—oo )

Serge Lemarquis 11
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2.1

comparaison entre deux séries 2 SERIES A TERMES POSITIFS

2.1

comparaison entre deux séries

-

théoréme 8: théoréme de comparaison des séries a termes positifs
Soient Y u, et Y v, deux séries telles que pour n suffisamment grand, 0 < u, < v,.
i) Si) v, converge alors ) u, converge.
ii) Si)  wu, diverge alors) v, diverge
ce qui s’écrit encore:
i) > vy, converge = Y u, converge
i) > uy diverge = > v, diverge

J

remarque 8

les locutions pour n suffisamment grand, a partir d’un certain rang et pour n au voisinage de 'infini
sont synonymes: elles correspondent a la séquence logique AN € N,¥n > N. Ainsi, I’hypothése que
doivent vérifier les deux séries du théoréme précédent est AN € NVn > N,0 < u, < U

démonstration du théoréme [8l

e Soient »  u, et Y v, deux séries telles que pour n suffisamment grand, 0 < u, < v,.

e Quitte & changer un nombre fini de termes (ce qui ne change pas la nature d’une série), on peut
supposer que Yn = ng, 0 < uy, < vy,

e Notons S, [resp. T,] la somme partielle d’indice n de la série > u, [resp. > v,]

e Comme les séries sont de terme général positif, on peut affirmer que

lles suites des sommes partielles (S,) et (T},) sont deux suites croissantes‘

e Soit n > nyg

n n
Comme pour tout k € [ng,n] on a 0 < ug < vk, on a par sommation » ug < Y. vk
k=ng k=ng

On vient de montrer que ’Vn >ng, S, < Ty ‘

e Montrons que > v, converge = > u, converge
Soit Y vy, une série convergente.
Par définition ceci signifie que la suite (7},) est une suite convergente.
Or "toute suite convergente est bornée (et donc en particulier majorée)",
ce qui assure ’EIM e R, Vn = ng, T, < M‘

Par transitivité de la relation < on en déduit que ’Vn >ng, S, <M ‘

On vient d’établir que la suite (.S,,) est majorée.
La suite (S),) est croissante majorée donc elle converge.

e Le point ii) du théoréme n’est rien d’autre que la contraposée du point i)

1 )
,Oexemple 11: Montrons que la série de terme général o est divergente.

nn
Un inégalité classique est Vo > 0,2 > In(1 +z) > Inz.

1 1
On peut donc en déduire que Vn > 2,0 < — < —.
' n__Inn
1 1

Or la séri — di d — di
A r la série ) — diverge, donc > I, diverge )
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2.1 comparaison entre deux séries 2 SERIES A TERMES POSITIFS

méthode 2: majoration ou minoration du terme général(quand il est positif)

° ’Pour prouver la convergence d’une série, on majore son terme général‘

Nous allons montrer que ) est une série convergente.

1 1

n2.lnn
n — < =
n2.lnn  n?

On peut remarquer que pour n = 3 on a 0 <

1 ‘ L ‘
Or>’ — est une série de référence convergente, donc par application du théoréme ci-dessus on
n

peut affirmer que est une série convergente

n2.lnn

° ’Pour prouver la divergence d’une série, on minore son terme général

Inn
Nous allons montrer que . —— est une série divergente.
n

1 Inn
On peut remarquer que pourn =23 on a 0 < — < —
n n

1 _ ) L .
Or > — est une série de référence divergente, donc par application du théoréme ci-dessus on
n

Inn
peut affirmer que Y —— est une série divergente
n

COexemple 12:
Déterminer la nature de ioj ! (on pose uy, = ! )
n=p 20+ 30 4o 4+ 20157 2n 4+ 37 4 ... 4 20157
On commence par remarquer que le terme général tend trés rapidement vers zéro: on suspecte donc une
série convergente.

1. Premiére majoration.

1 1\"
On remarque que pour tout entier n > 1, on a 0 < u, < on = <2> .

Or la série > (1/2)™ est une série géométrique convergente, donc » | u,, converge.

2. Seconde majoration.

2015m 2015
Or la série > (1/2015)™ est une série géométrique convergente, donc | u,, converge.

1 1 \"
On remarque que pour tout entier n > 1, on a 0 < u, < = ( > .

3. Pour ce qui concerne I’'étude de la convergence, il n’y a pas de majoration a préférer. En revanche,
en ce qui concerne la recherche d’'une d’une valeur approchée de la somme, une majoration sera
beaucoup plus efficace que l'autre. (cf exemple @

J

Le théoréme ci-dessous permet en effectuant un équivalent du terme général et en utilisant des séries
de référence de déterminer la nature d’une série.(sans passer par les sommes partielles donc!)

{g théoréme 9: Régles des équivalents(démo en exo)

Soient Y u, et > v, deux séries telles que u, ~ v, et v, de signe stable pour n assez grand.
[o.¢]

Alors, les séries Y uy et Y v, sont de méme nature.

remarque 9
On rappelle que:

e v, est dit de signe stable pour n assez grand lorsque, a partir d’un certain rang, v, est toujours
positif ou bien toujours négatif.

e de méme nature signifie que les séries sont simultanément convergentes ou simultanément diver-
gentes.
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2.2 comparaison avec une série géométrique 2 SERIES A TERMES POSITIFS

remarque 10

e le théoréme |9 sera sans doute celui que vous utiliserez le plus!

e des théorémes précédents, on retiendra I'idée que, pour les séries a termes positifs, déterminer
si une série est convergente c’est déterminer si son terme général tend suffisamment rapidement
vers zéro.

méthode 3: prendre un équivalent du terme général
Pour déterminer la nature d’une série, on peut prendre un équivalent de son terme général et, si
celui-ci est de signe stable au voisinage de l'infini, comparer avec des séries de référence.

4n — 100 ‘ B 4n — 100
n(n+1)(n+ ) (on pose u;, = n(n+1)(n+ 77))

e On s’intéresse a la série )

4n 4
oOnaunN—?’:—2
n n

4 , . :
e Or v, = —; est de signe stable pour n assez grand et > vy, est une série de Riemann convergente.
n

On peut donc affirmer grace au théoréme ci-dessus que Y u, est une série convergente

(. . . )
/Oexemple 13: un exemple intéressant dans 1’absolu

(=n"

n2

Déterminer la nature de la série de terme général u,, = arcsin

—1)n
e On sait que arcsin X ~ X et que lim ( 2)
0 n—,oo N

. (=)

= 0, on peut en déduire que u,, ~ 2
Attention ici!
Comme le terme général n’est pas de signe stable, on ne peut utiliser la régle des équivalents a la
série de terme général u,, !

e En revanche, on peut toujours utiliser la régle des équivalents pour prouver

une éventuelle absolue convergence.

1
e Ona |uy| ~ —
n

or v, = — est de signe stable pour n assez grand et > vp, est une série de Riemann convergente.
n

On peut donc affirmer d’aprés la régle des équivalents que Y |u,| est une série convergente.

L On a montré que Y u, est un série ACV donc convergente y

2.2 comparaison avec une série géométrique

< N
Q théoréme 10: régle de D’Alembert
Soit Y uy,, une série & termes strictement positifs pour n assez grand.
T
On suppose que lim —* = [ € R+ U {+o0} existe. Alors:
€9 n
i. sil> 1 alors ) u, GDV
ii. sil <1 alors ) u, CV (en particulier lim wu, =0)
n—-+o0o
9 iii. si [ =1 alors pas de conclusion quant a la nature de la série )

remarque 11

e On pensera a utiliser cette régle lorsque le quotient se simplifie aisément (par exemple en présence
de factorielles,. . . )

e Attention! Il n’y a pas de réciproque a la régle de D’Alembert. . .
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2.2

comparaison avec une série géométrique 2 SERIES A TERMES POSITIFS

,Oexemple 14: les exemples typiques

n! z"

Déterminons la nature des séries suivantes Y — et > — oll x est un réel strictement positif donné.
n n

(autant que possible, on essaiera de ne pas utiliser la formule de Stirling, qu’il est intéressant de connaitre,

mais qui est hors-programme: n! ~ n"v/2rne™")
+oo

Démonstration de la régle de D’Alembert:

Comme la nature d’une série ne change pas en modifiant un nombre fini de termes,
on peut supposer que u, > 0 pour tout n = ng

i)

ii)

iii)

Un+1
Un

cas ou lim =[>1

Un+1

On peut alors affirmer que pour n assez grand on a > 1 (pour une démo détaillée, revenir avec

Unp
les €)
Comme u, > 0, ceci signifie que pour n assez grand up4+1 > up
La suite (u,) est a valeurs strictement positives et est strictement croissante a partir d’un certain

rang, on ne peut donc avoir limu, = 0. La série > u,, est bien GDV

cas ol lim Untl _ <1
Un
Par définition, ceci signifie que Ve > 0,dN € N,Vn > N, Untl _ l‘ <e
n
soit de maniére équivalente Ve > 0,dN € N,Vn > N,l — e < uz—i'l <l+e¢
n
Considérons un € > 0 assez petit tel que [ + & < 1 (par exemple &€ = 1?4)

Comme u,, > 0 par hypothése, on a donc Vn > N, up11 < (I + €).up
Fixons un n > N, on peut écrire de maniére informelle(*)

ty < U+ ) up1 < (1 +6) % up o <(U4+e)3ups3<...<(U+e)" Nuy=1U+e)"(14e) Nuy

Le terme u,, est donc strictement positif et majoré pour n assez grand par le terme général d’une série
géométrique de raison (I + ).

Or pour le choix judicieux de & que nous avons fait, nous avons la série >_(I + &)*(1 + &) Nuy qui
converge, et donc par théoréme de comparaison on peut affirmer que ) u,, converge.

(*): pour davantage de rigueur, on peut prouver par récurrence que Vn > N,u, < (I + 5)"*N.uN

<. Up+1
cas ot lim 1 — 1 =1
Unp

Il suffit de donner deux exemples:

1
e La série . — DV et l'on a lim
n

Unt —limn+1 =
Up, n

1

1 u n+ 1\
e Lasérie ), — CV et l'on a lim ntl :lim< > =1
n

Unp, n
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2.3 comparaison avec une intégrale 2 SERIES A TERMES POSITIFS

2.3 comparaison avec une intégrale

< . .. . . .
Q théoréme 11: comparaison série intégrale - & savoir retrouver impérativement !

n
Soit f une fonction définie, continue sur [ng, + oo[ , on note S, = > f(k) (no € N fixé)
k=ng

< Sn < flno) + [ f(t)dt
Sp = f(no) + [ f(t)dt

1. Si f est décroissante alors [ "t r(t)d

no

t
2. Si f est croissante, alors ["" f(t)dt >

ng

%méthode 4: encadrement d’une somme partielle avec une intégrale
On considére une fonction f monotone sur un intervalle I.
Pour tout k entier tel que [k,k 4+ 1] C I, on utilise la monotonie de f sur [k,k + 1] pour écrire une
inégalité du type ’Vt €[kk+1], f(k) < f(t) < f(k+1) ‘ (cas croissant)
Puis on intégre par rapport a ¢ sur le segment [k,k+ 1] ce qui donne, par la propriété de croissance
de l’intégrale, une inégalité du type

FR) < [F F@)dt < f(k+1) | (cas croissant) ou | f(k 4+ 1) < [ f(t)dt < f(k) | (cas décroissant)

Et ensuite on "somme" ces inégalités et on n’oublie pas d’utiliser la relation de Chasles!

COexemple 15: utilisation pour obtenir un équivalent d’une somme partielle

n o0

Déterminer un équivalent de S, = > k2?2 et de T,, = > k2922 lorsque n — 400
k=1 k=n

-
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2.3 comparaison avec une intégrale 2 SERIES A TERMES POSITIFS

remarque 12

Quand on aura vu les intégrales génralisées on pourra utiliser le théoréme plus abouti ci-dessous pour
déterminer la nature d’une série
e ey )
définition 4:
Soit f définie et continue que un intervalle [a, + oo|.
On dit que Uintégrale [ f(t)dt est convergente lorsque lirJlra [ f(t)dt existe et est finie.
T—>+00
L Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale f;roo f(t)dt est divergente y
q L. )
théoréme 12:
Soit f une fonction définie,continue, décroissante (et positive) sur [ng,00[. Alors:
1. la série de terme général u, = f(n) converge si et seulement si
5 nz +
lintégrale fnooo f(t)dt converge.
L 2. dans le cas de convergence : j;;:_of ft)dt < R, < f:oo f(t)dt y
(" )
/Oexemple 16:
Inn
Montrer que la série de terme général u,, = — est divergente.
n
Solution:
e Notons|f:]0,+ 00 — R
Int
t -
t
La fonction f est dérivable sur [1,+o0o[ comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur
1—1Int
ne s’annulant pas. On a Vt > 0, f'(t) = 2
e Sur I'intervalle [3, + oo[, la fonction f est définie, continue et décroissante.
On peut donc affirmer grace au théoréme précédent que:
oo
La série Z f(n) converge <= l'intégrale / f(t)dt converge
3
r 1 In?¢]"
Or/ f(t)dt = / —.In(t)dt = |—| — +oo lorsque © — 400
3 3 t 2 3
g Inn o
On en déduit que ), —— est une série divergente
- n J
( )
/Oexemple 17:
Déterminer la nature de la série de tg u,, = ——4— suivant les valeurs du paramétre réel o
\_ nln%n )
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3 QUELQUES CONSIDERATIONS IMPORTANTES

3 Quelques considérations importantes

théoréme 13:

Soient > u, et Y v, deux séries

(0.) o0 o0
i) si Y u, CVetd v, CValors Y up,+v, CVyetllona Y u,+v,= > up+ >, vy

n=ngo n=ngo n=no

ii.) si Y up, DV et > v, CV alors > u, + v, DV

iii.) si > u, DV et > v, DV alors pas de conclusion directe quant a la convergence de >_ u,, + vy,

)
)
iv.) si > u, CV alors VA € K, la série > Au, CVetlona Y Au, =X > u,
n=ngo n=no
)

si Y u, DV alors VA € K non nul, la série > Au,, DV

A%

- J
démonstratiog: .
Notons S, = > ui et T, = > vy les sommes partielles d’indice n des séries Y u, et > v,
k=n k=n
’ ’ n n n
e la série de tg u, + vy, a pour somme partielle d’indice n, > (up+vk) = >, up+ Y. vp =S, +T,
k=ng k=ng k=ng
n n
e la série de tg A.u, a pour somme partielle d’indice n, > Aup =X > ux = A5,
k=ng k=ng
Il suffit d’envisager les différents cas et de s’appuyer sur le rappel ci-dessous.

lim S, | im T, | lim(S, +T) lim S, | im T, | lim(S,, + T3) lim S, A lim(\.S),)
leR | I'eR I+ eR +o0 +00 +00 leR | AeR | Al€ER
+oo | I'eR +o0 —00 —00 —00 +oo | A>0 +o0
-0 | I'eR —00 +00 —oo | Forme Indet. +oo | A<O —00

A 'eR 4 7 4 Forme Indet. +oo | A=0 0
3 400 | Forme Indet. 7 —oo | Forme Indet. 4 A=0 0
Ao A#0 A

,Oexemple 18:

2 3
e on peut affirmer que la série ) — + — est divergente
n n

: 2 - 3
car c’est la somme d’une série convergente <Z 2) et d’une série divergente (Z >
n n
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3 QUELQUES CONSIDERATIONS IMPORTANTES

remarque 13

On prendra bien garde au troisiéme point du théoréme lorsue ’on décomposera une série comme somme
de deux séries. En effet , on peut trés bien se retrouver avec la situation suivante: »  uy + v, converge

mais ) uy et Y vy, sont deux séries divergentes .

1 1 1 1
exemple: il ne faut pas écrire ), — =3 —+ — — >, —
n n

définition 5: terme général de signe stable

On dit que le terme général u, est de signe stable lorsque la suite (uy)n>n, est une suite réelle de
nombres tous positifs, ou tous négatifs.

remarque 14
e le terme général est donc de signe stable si et seulement si Vn = ng,up tnpt1 > 0
e on dit que le terme général u,, est de signe stable au voisinage de +o0o lorsque
N = ng,Vn 2 Nup.upye >0

COexemple 19: )
1

1. la séri
& serie ) o gy (@01 = 2n)
2 et 200 il est négatif et au dessus de 201 il est positif. Cependant, on dira dans ce cas que le terme
général est de signe stable au voisinage de l'infini. Et alors la plupart des théorémes du paragraphe

précédent sont utilisables.

(=D"

2. la série 2271 n’a pas son terme général de signe stable, méme en se restreignant au
n

n’a pas son terme général de signe stable, car pour n compris entre

voisinage de 'infini: les termes oll n est pair sont positifs et ceux ol n est impair sont négatifs.

, cosn
3. la série ) —

cette fois, c’est un peu plus délicat & prouver. ..

elle non plus n’a pas son terme général de signe stable au voisinage de 'infini:

- J

remarque 15

si le signe du terme général n’est pas stable au voisinage de I’infini, le theo [9 ne peut
s’appliquer ! Pour s’en convaincre, il suffit de considérer I'exemple[27]

proposition 1
Soit Y uy,, une série complexe. Il y a équivalence entre :
i. la série complexe Y u, converge
ii. les deux séries réelles Y Re(uy) ety Im(u,) convergent

Cela résulte du fait qu’une suite compleze converge ssi la suite de ses parties réelles et la suite de ses parties
mmaginaires convergent.

méthode 5: étude d’une série de terme général complexe
On peut:
e soit passer par les sommes partielles et les expliciter (retour a la définition donc)
e soit faire I'étude des séries des parties réelles et des parties imaginaires (comme le suggére la
proposition précédente ... mais qui dans la pratique est peu usité. .. )

e soit avoir recours a la notion de convergence absolue )
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4 CONVERGENCE ABSOLUE

4 Convergence absolue

Cett notion est a utiliser a chaque fois que le terme général de la série est complexe, ou réel mais de
signe non stable au voisinage de 'infini.

q )
{g théoréme 14: ’absolue convergence entraine la convergence

o0 o
Toute série absolument convergente est convergente, et 'on a la majoration || > w,| < D |uy|
no no

(la valeur absolue de la somme de la série est majorée par la somme de la série des valeurs absolues)

-

( » . . \

W définition 6: Hors-programme

\l une série qui converge sans converger absolument est dite semi-convergente (SCV) )
~

COexemple 20:
—1)n

n2
—1)n

e La série ) ( est une série absolument convergente, donc convergente.

e La série ) (

tout de méme: c’est un exemple typique de série semi-convergente.

n’est pas une série absolument convergente mais on prouvera qu’elle converge

-
remarque 16

J

Comme il y a équivalence entre limu,, = 0 et lim |u,| = 0, on peut en déduire qu’il y a équivalence
entre Y |u,| GDV et > u, GDV

] N
théoréme 15: comparaison avec o et O
Soit Y vy, une série absolument convergente, et Y u, une série de terme général complexe.
Si u, = O(vy,) ou u, = o(vy,) alors la série Y u, est absolument convergente
u
rappel: u, = O(vy,) ssi la suite | — | est bornée ssi Ik > 0,¥n = 0, |uy| < k.|vy|
Un
& J

%méthode 6: estimer le module du terme général pour prouver PACV
Reconnaitre que le terme général s’écrit comme le produit d’une suite bornée (ou encore mieux d’une
suite qui tend vers zéro) et du terme général d’une série absolument convergente
Ezemple:

. Inn .
Montrer que la série ), —- est une série convergente.

Inn Inn 1 . oo . )
On remarque que Uy, = — = = o | —5 | car d’aprés le théoréme des puissances comparées
nl.

T U nls

on sait que lim mTZ =0.

1 Inn
Et comme — 5 est une série ACV, on peut affirmer par théoréme de comparaison que —5 est
nt n

une série convergente

yméthode 7: Pour justifier que u, = O(1/n%) ou u, = o(1/n*) avec a > 1

Un C 1, ..
— = n“.uy en considérant sa limite

n(l

i) ou on étudie le rapport

1
ii) ou on remarque que u, est de la forme —.f, avec (3,) suite bornée (typiquement (—1)") ou
n

qui tend vers zéro
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5 DEUX THEOREMES HORS-PROGRAMME

-

Py s _ o P Py COs en
,Oexemple 21: étude la série de terme général u, = #
n
1. premiére idée:
1
OnaVn>1,0 < |u,| < ol

1 . . :
or ) — est une série de Riemann convergente, donc _ |u,| est une série convergente.

n
On vient de montrer que »_ u, était une série ACV donc convergente.
> cos(e™) 2

s
> 3

>
<> 5=
n=1 n=1 n2 6

Et de plus, on a la majoration

2. deuxiéme idée: " ny 1 n 1
S ; S

On écrit y, = — (e”) = cos(e”) = et comme lim CO\/(E ) = 0 on a prouvé que u, = o(—5
n

n2 Jn nb n1.5)

1
Comme ) — 5 est une série ACV, on peut affirmer que > uy, est ACV
nl-

3. troisiéme idée:

On dit que (cos(e™)) est une suite bornée et cela permet d’écrire u, = O(—;)
n

1
Comme ) — est une série ACV, on peut affirmer que > U
\_ n

remarque 17 (en lien avec les probabilités)

1. lorsque la série Y wu, est absolument convergente,
nzno

[e.e]
on dit encore que la famille (up)n>n, est sommable, et I'on peut noter Y |up| < 400
n=ng

2. 1l est facile de montrer que

La somme de deux séries ACV est encore une série ACV‘

De cette propriété, on en déduira que si X et Y sont deux variables aléatoires qui possédent une
espérance alors X +Y est une v.a. qui posséde une espérance.

3. Dans la définition de I'espérance on impose I’absolue convergence et pas seulement la convergence.
Car on a le résultat hors-programme suivant (développé plus loin):

’ toute série ACV est commutativement convergente

Ceci nous permet d’assurer que ’espérance d’une v.a. ne dépendra pas de la maniére dont on
aura numéroté les valeurs prises par X.

Sion a X () = {xk|k € N} = {y|l € N} alors kio rpP(X =) = li)ylP(X =y) (=EX))

5 Deux théorémes Hors-Programme

({3 théoréme 16: Reégle de Cauchy (HP) )
Soit 3~ u,, une série a termes positifs telle que lim(u,)"/™ = L € RU {oo} existe.
i. si L > 1 alors la série diverge -
ii. si L < 1 alors la série converge
S Vous pouvez essayer de démontrer cette régle précédente, ce n’est pas trés compliqué. . . )
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6 PRODUIT DE CAUCHY DE DEUX SERIES NUMERIQUES

{} théoréme 17: Régle de Duhamel (HP)

U
Soit > u, une série telle que 3L € R, ntl

L
=1- =401
£ 1 2 of1/m)
i. si L > 1 alors > u,, converge

ii. si L <1 alors ) u, diverge

6 Produit de Cauchy de deux séries numériques

. )
théoréme 18: Produit de Cauchy
Soit Y uy et Y v, deux séries absolument convergentes.
n
On note wy, = Y, UpUqg = D UpUp—p = UQUp + UI1Up—1 + ... Up_1V1 + UpVy poUr tout n > 0
ptg=n p=0
+00 +oo +oo
Alors la série de terme général w,, est absolument convergente et | > w, = (> un)( D vp)
n=0 n=0
+o0 +o00 400
rem: on notera que U'on n’a pas (D un)( D vp) = D up.vp
n=0 n=0 n=0
- J
( . . . )
,Oexemple 22: produit de Cauchy et fonction exponentielle
ZTL
1. Montrer que pour tout complexe z, la série de terme général — est convergente.
n!
+00 zn
On rappelle que par définition on note |exp(z) = > o) pour tout z complexe
n=0 T
S 2. Retrouver avec cette expression de exp(z) que exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour tout (a,b) € C? )
N

COexemple 23:

On consideére le produit de Cauchy des séries

1 1
e Notons pour tout n > 0,u, = on et v, = I
e Comme > u, et Y v, sont deux séries géométriques ACV, on peut affirmer que le produit de
Cauchy de ces deux séries est ACV lui-aussi.
n
e Posons wy, = Y up.vy_k.

k=0
On a
ji: ji: 11 1 <1 1 1 <& /3\F 1 1-3/2)nH
U Uy = : =—.) = - ==t
Rk T Lok gn-k T 3n"Lak'37k ~ 3n 2 30 1-3/2
k=0 k=0 k=0
+00 +o00 +o00
e D’aprés le théoréme, on en déduit que > wy, est ACV et que Y wy, = (D) un)( D, vp).
n=0 n=0 n=0
ce qui donne ici
oo oo oo
11— (3/2)+ 1 1 1 1
Saiosr = (X)) (Xw) s e
1-3/2 2n 3n ] T 1-1/21-1/3
\_ n—O n=0 n=0 )
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7 SERIES ALTERNEES (HORS PROGRAMME. .. MAIS SI CLASSIQUE!)

7 Séries alternées (Hors Programme. .. mais si classique!)

~
définition 7: série alternée - HP

\l On appelle série alternée toute série > u, telle que pour tout n, uy,.up+1 < 0 y

~

COexemple 24: trés important - i retenir
(=D"

On note u, = pour n > 1, et S, la somme partielle d’indice n de > wy,.

(=D"

Nous allons montrer que | > est uné série convergente

1. Montrer que les suites (S2,) et (S2,+1) sont deux suites adjacentes.
2. En déduire que ) u,, est une série convergente.

3. Pour quelle valeur de n est-on str que S, est une valeur approchée de la somme de la série & 1072
prés? Peut-on préciser si cette valeur approchée est par défaut? Par excés?

solution
1. Notons A4,, = Soy, et B, = Sap+1. Nous allons montrer que (Ay,) et (By,) sont deux suites adjacentes.

e (A,) est une suite décroissante car pour tout entier n on a

1 1 —1
n+1 n 2n+2 2n = U2n42 T U2n+41 Mm+2 o+l @ntl)2nt2)
e (B,) est une suite croissante car pour tout entier n on a
B B S S + ! ! ! >0
_ — _ =u u — — —
LT P T enAd el T RS T2 T 0 12 2+ 3 (2n+2)(2n+ 3)
. ) 1
e lim A,, — B,, = 0 car pour tout entier n on a A,, — B, = So,, — Son11 = —Uopt1 = 1 —0
n
(produit d’une suite bornée par une suite qui tend vers 0)
2. e Nous avons montré que (Sa,) et (S2,+1) sont deux suites adjacentes. D’apres le théoréme des
suites adjacentes, on peut affirmer que: les suites (Sa2;,) et (S2n+1) sont convergentes, de méme

limite.

Or un théoréme sur les suites(voyez-vous lequel?) nous permet alors d’affirmer que la suite
(Sp) est une suite convergente!
C’est la définition de ) u,, converge. cqfd!
< (=" . :
3. Notons [ = 3 = lim S,, = lim A,, = lim B,,.
k=1
e Comme (A,) est décroissante de limite { on a pour [

nt1 < Ay pour tout n

Apy1 <
Bp+1 <[ pour tout n
< 59

<
e Comme (B,,) est croissante de limite [ on a pour B,, <

e Ainsi, on a pour tout n Sont1 < Sonts <1< Sopyo

n
1
2n+2

On en déduit que la somme partielle So,41 est une valeur approchée de [ a

défaut.

e D’ol pour tout non a 0 <1 — Sopy1 < Sopyo — Sont1 =

DY prés par

et
2n +1

On en déduit que la somme partielle So,, est une valeur approchée de [ &

e Et pour tout nona 0 >1— Sy, = Sopt1 — Sop = Uopy1 =

1
1 par exces.

e Sgg fournit une valeur approchée de [ & 0,01 prés par défaut. )
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7 SERIES ALTERNEES (HORS PROGRAMME. .. MAIS SI CLASSIQUE!)

. . . )
théoréme 19: critére spécial de convergence des séries alternées - HP

Soit Y uy,, une série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit et tend vers zéro.
Alors:
i.) la série ) u, est une série convergente
ii.) pour tout entier n, la somme de la série est comprise entre deux sommes partielles consécutives,
Sn et Sn+1
iii.) pour tout entier n, le reste d’ordre n, R, est du méme signe que w41
iv.) pour tout entier n, |R,| < |up+1]
Ce théoréme est hors-programme mais sa démonstration est trés aisée: il suffit de prendre comme
modele ’exemple précédent.
C’est un exemple trés riche puisqu’il méle suites extraites, suites adjacentes,. . .

J
~

-

-
/Oexemple 25:
Parmi les séries suivantes, indiquer celles que ’on peut étudier sans le critére spécial qui est hors pro-

—1)" -1 n+1 -1 n+1 1
Z(\/ﬁ) Z(né 2(2334 Z(—l)”arcsm(ﬁ)

gramme

&

théoréme 20: convergence commutative- HP. .. mais utilisé en probas!
Soit > uy, une série ACV alors pour toute bijection ¢ : N+ N on a

YUy qui est ACV et l'on a Y uymy = D Un
n=0 n=0

On retiendra en particulier que si une série de terme général positif converge alors elle est commu-
tativement convergente( cad que l'ordre de sommation n’influe pas sur la nature de la série ni sa
somme)

J
~

-

-
,Oexemple 26: v est la constante d’Euler
n

On rappelle le réultat suivant, sans doute démontré en exercice, T,, = >
k=1

=Inn+vy+ o0400(1).

=

= (-1
1. Montrer que Y

p=1
(On pourra montrer que sa somme partielle d’indice 2n est égale a Ty, — T,)

converge et vaut In 2.

On écrit parfois ce résultat comme suit |1 — -+ - — -+ - — -4+ - ——----=1In2

2. C idé int t 1 "1—1—1 1+1+1 1+1+1 1+
. Considérons maintenant la série -t -t ==+ -+ —— =+ ..
] 3 2 5 7 4 9 11_6
Cette série converge-t-elle? Et si oui, sa somme est-elle encore In27
Pour répondre, notons S, la somme partielle d’indice n de cette série.
1 1 3In2
(a) Montrer que Vn > 1,53, = Ty, — iTn — iTgn puis que lim S3,, = ;1
3In2
(b) Montrer que lim S3,,4+1 = lim S3,, 42 = ;1

In 2
(c) Montrer que lim S,, = 310

(On pourra montrer d’une maniére générale, en adaptant une démonstration faite en classe sur
les suites extraites, que la suite (Sy) converge versl ssi les trois suites extraites (Ssp), (S3n+1)
et (Sany2) convergent vers )

On vient d t 1+1 1+1+1 1+1+1 1+ 3In2
ent de montrer que R e N R
11 vien montrer qu 3 5 5 - 1 9 11 5 5
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8 D’AUTRES EXEMPLES

théoréme 21: théoréme classique sur les suites extraites - & savoir redémontrer

Soit I € RU {400, — oo} Il y a équivalence entre:
i) la suite w tend vers [

ii) les deux suites extraites (wa,) et (wan+1) tendent vers [

8 D’autres exemples

COexemple 27: le contre-exemple classique qui prouve 'importance du signe stable!\

o) (D" o In(1 + (—1)”) On note S, = 3°

n pose U, = et v, =In . On note S,, = U

p n \/ﬁ n \/ﬁ n = k

1. Montrer que les deux suites (S2,,) et (S2,+1) sont adjacentes. En déduire que la série de terme
général u, est convergente et donner un majorant de |R,| ou R, est le reste d’ordre n

2. Calculer un développement limité de v, avec trois termes

3. En déduire que la série de terme général v, est divergente

Solution:
1. Utiliser le modéle que constitue ’exemple [24)
(=) 1 (=) 1
2. = - — —
vn vnoo 2n * 3ny/n * 0(n1-5)

—1)"
3. e On a vu dans la question 1 que ) (=1) cv

vn

1 -1)"
o On sait quez? DV et quez( \} est ACV
n ny/n
1

e On sait aussi que Y o(—5) ACV
nl-
e On peut donc affirmer que Y vy, DV (car somme d’une série DV et de trois C'V)

L On a donc ici uy, ~ v, mais > u, et > v, de natures différentes ! y
e . . . . ~ L . )
,Oexemple 28: un exercice sur les suites. .. qui se traite grace aux séries!
n
Déterminer la nature de la suite u, = ) T Inn.
k=1
On va utiliser le théoréme [1 lien suite-série
1 1 n—1 1 1
® Uy —Up—1=-+=——Inn)+In(n—1)=—+1n :—|—1n<1—>
n n n n n
o 111 1\] 1 1 1
oamszun—unfl—ﬁ— E—*—ﬁ"—o ﬁ —ﬁ—{—O ? N?
1
e comme vy, = — est de signe stable et que > v, est une série de Riemann convergente, on peut

affirmer grace a la régle des équivalents, que la série Y u, — up—1 est une série convergente
e d’apres le théoréme lien suite-série, on peut alors affirmer que la suite (u,) est une suite
convergente!
e rem: il est également possible d’étudier directement cette suite par son sens de variation puis d’uti-

L liser le théoréeme des suites monotones, sans passer par la théorie des séries. )
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