Paramétrique <= cartésien

exercice 1

On considére
e X la surface d’équation cartésienne x*> — 2zy + 2 = 0
e S le support de la nappe paramétrée (R?, f) avec

fi R — R
(wv) — M(up) = (u+vuu? —v?)

Montrer > = S

exercice 2
On considére
e Y la surface d’équation cartésienne xy — z = 0
e S le support de la nappe paramétrée (R?,f) avec
f: R? — R3
(uw) — M(u,w) = (u+v,u—vu* —v?)

Montrer > = S

exercice 3

On considére la nappe paramétrée (R?, f) avec

f: R? — R?
(u,v) — (2cosu,sinu,u+ v)

Démontrer qu'une équation cartésienne de cette nappe est 2% + 4y* = 4

exercice 4 (***)

On considére la nappe paramétrée (R?, f) avec

[ R? — R’
(u,0) — (u.sinwv,u,cosv)

Déterminer une équation cartésienne de cette nappe.

exercice 5
On considA "re
e X la surface d’A@quation 2?4yt —-22=1
e S le support de la nappe paramA@©trA©e (R?,f) avec

f: R? — R?
(u,v) — (u.cosv — sinwv,u.sinv + cosv,u)

exercice 6
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Solutions
résolution 1| e Nous allons procéder par double inclusion.
. ’Montrons que S C E‘
Soit P = (z,y,2) un point de S
r =u+v
Il existe donc (u,v) € R? tel P = M(u,v) c'est adire {y =u
2 =u?—?

On a alors
2 =2y + 2= (u+0v)® = 2(u+v)u+u* —v* =u® + 2uv +v* — 2u® — 2uv +u? — v =0

ce qui prouve que P est un point de X

° ’Montrons que ¥ C S‘

Soit P = (z,y,z) un point de X.
On a donc x* — 2zy + z = 0, et on souhaite montrer qu’il existe (u,v) € R? tel que P = M (u,v)

Posons u =y et v=x—y.
Onaalors déjay=uetrz=v+y=v-+u.

Comme 22 — 2xy + 2 =0, on a

z=2xy —2° =2(v+u)u— (v+u)?=2uv+2u® —v° —u? — 2uv = u* —v?

On a bien montré qu'il existe (u,v) € R? tel que P = (u + v,u,u® — v?) = M(u,v)
ce qui prouve que P est un point de S
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résolution 2| e Nous allons procéder par double inclusion.

. ’Montrons que S C E‘

Soit P = (x,y,z) un point de S

r =u+v
Il existe donc (u,v) € R? tel P = M(u,v) c'est adire y =u —v
2 =u?—?

On a alors
vy —z=(u+v)(u—2v)— (W -0} =u*—v*—u*+0> =0

ce qui prouve que P est un point de X

. ’Montrons que X C S‘

Soit P = (z,y,z) un point de X.
On a donc xy — z = 0, et on souhaite montrer qu’il existe (u,v) € R? tel que P = M (u,v)
=u-+v

Pour cela en considérant au brouillon le systéme { cela nous invite a écrire
Yy =u—v

r+y r—y

Posons u = et v = 5

On a alors déjau+v=zetu—v=y.

Comme zy — z =0, on a
z=ay = (u+v)(u—v)=u*—v?

On a bien montré qu'il existe (u,v) € R? tel que P = (u+ v,u — v,u® — v?) = M(u,v)
ce qui prouve que P est un point de S
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résolution 3] e On note

— ¥ la surface d’équation cartésienne x? + 4y = 4
— S le support dela nappe paramétrée (R?,f)

e Nous allons procéder par double inclusion pour montrer que S = X

. ’Montrons que S C E‘

Soit P = (z,y,2) un point de S
T =2cosu
Il existe donc (u,v) € R? tel P = M(u,v) c'est a dire { y = sinu
z =u+tv
On a alors
2 + 4y* = 4cos® u + 4sin*u = 4

ce qui prouve que P est un point de X

° ’Montrons que X C S‘

Soit P = (z,y,z) un point de X.
On a donc x* + 4y* = 4, et on souhaite montrer qu’il existe (u,v) € R? tel que P = M (u,v)

N 2
Comme on a <§> + 4% = 1, on sait que l'on peut affirmer par théoréme qu’il existe u € R tel que
: 2
— = cosu r =2cosu
2 c’est a dire ]
Y = sinu Yy =Ssmu
Posons alors v = z — u, et on a alors bien z = u + v

On a bien montré qu’il existe (u,v) € R? tel que P = (2 cosu, sinu,u + v) = M (u,v)
ce qui prouve que P est un point de S
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résolution 4| e On note

— ¥ la surface d’équation cartésienne x? + y%2% = y? avec |z| < 1

— S le support dela nappe paramétrée (R?, f)

e Nous allons procéder par double inclusion pour montrer que S = X

. ’Montrons que S C E‘

Soit P = (z,y,2) un point de S

= usinwv
Il existe donc (u,v) € R? tel P = M(u,v) c'est adire ¢y =u
Z = Cosv
On a alors
2+ y?2? = usin®v +ulcos’v = u? = yP et |2| = |cosv| < 1

ce qui prouve que P est un point de X

° ’Montrons que X C S‘

Soit P = (z,y,z) un point de X.
On a donc 2% + y>.2%> = y? et |z| < 1, et on souhaite montrer qu’il existe (u,v) € R? tel que
P = M(u,w)

On pose déja u = y.
On envisage maintenant deux cas:

i)

ii)

siy # 0.
2
x
Comme 2% + y*22 =y on a 22 + (—) =1.
Y
x
On peut ainsi affirmer par théoréme qu’il existe v € R tel que z = cosv et — = sinwv.

On a alors = y.sinv = u.sinv,y = u et z = cosv. On a prouvé que dans ce cas il existe
(u,v) € R? tel que P = (u.sinv,u, cosv) = M(u,v)

siy = 0.

Comme 2% + y*22 = y? on a x = 0 et ainsi P = (0,0,2)

Comme |z| < 1, on peut affirmer qu’il existe v € R tel que z = cosv

Avec u = 0, cela nous donne bien (u.sinv,u,cosv) = (0,0,z) = P

On a prouvé que dans ce cas aussi il existe (u,v) € R? tel que P = (u.sinv,u, cosv) = M (u,v)

On a justifié que dans tous les cas P est un point de S
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’résolution 5‘ e Nous allons procéder par double inclusion pour montrer que S = X%

. ’Montrons que S C E‘

Soit P = (x,y,z) un point de S

T = UCOSV — SInv
Il existe donc (u,v) € R? tel P = M(u,v) c’est a dire { y = usinwv + coswv

z =u
On a alors

2%+ y* — 2% = (u.cosv — sinw)® + (u.sinv + cosv)? —u? = --- =1

ce qui prouve que P est un point de X

° ’Montrons que X C S‘

Soit P = (z,y,z) un point de X.
On a donc x* + y? — 22 = 1, et on souhaite montrer qu’il existe (u,v) € R? tel que P = M (u,v)

On pose dA@jA u = z Ensuite, on veut montrer qu’il existe v € R tel que

ur+y Zr+y

T =u.cosv—sinv) . e -2
ui A(©)quivaut A u 1 4]
{y = u.sinv + cosv aui AQq sing = WY—r _ 77

u? + 1 2241

2 2
Pour cela, nous allons d/f@j/f montr/f@ que (Z:L‘ +y) 1 <yz x) _

2241 2241
On a
4y’ yz—x\° 224yt +a? (242 1) 2t P
= = = = 1
2241 22 +1 (1 + 22)2 (1+ 22)? 14 22
zr+y
_ _ oSV =5
On peut donc affirmer par thA(C)orA me qu'il existe v € R tel que ‘ gy T x
sinvy = ——
2241
~ ~ | =w.cosv—sinv
Or de ce systA"me, on arrive en isolant z et y A { ) '
Y = u.SINV -+ CoSv

T = ucosv —sinv

On a montrA(©) qu'il existe (u,v) € R? tel que { y = usinv + cosv
z =u
C’est A dire, on a bien justifié que P est un point de S!
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résolution 6
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