Continuité

exercice 1

On considére la fonction f: R* — R

l siy #0
(x,y) —> QY

0 siy=0
1. Montrer que f est continue en (0,0) par rapport a chacune de ses variables
2. f est-elle continue en (0,0)?

exercice 2

On considére la fonction f : R* — R
22—y g0
si
(ry) — a2t yr Y
1 siy=20

2

1. Etudier la continuité de f en (0,0) par rapport a chacune de ses variables
2. f est-elle continue en (0,0)7

exercice 3

On considére la fonction f: R* — R (o 2)
xy(x® —y )
A A : 0
() — gt 7 ) #
0 sinon
1. Etudier la continuité de f en (0,0) par rapport a chacune de ses variables

2. f est-elle continue en (0,0)7

exercice 4

On considére la fonction f: R* — R
Ty [ (2y) #0
si (x
(ry) — < at — 222y + 3y? Y
0 sinon

1. Etudier la continuité de f en (0,0) par rapport a chacune de ses variables.
2. Pour tout m € R* fixé, déterminer liH(l) f(z,mx)
T—>

3. Montrer que f n’est pas continue en (0,0)!

exercice 5 (**)

On considére la fonction f: R* — R )
Yy
(ry) — (22 +y>+ay
0 si (z,y) = (0,0)
1. Montrer que f est continue en (0,0)
2. Montrer que f est continue en tout point (x¢,yo) # (0,0)
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Solutions

‘résolution 1| 1. e Onaz+— f(z,0) = 0.
Donc lir% f(z,0) =0= f(0,0:]| f est continue par rapport & = en (0,0)
r—r

=0 s 0
e On remarque déja que f(0,y) = V7

S |lo

sinon

Ainsi y — f(0,y) =0
Donc hH(l) f(0,y) =0 = f(0,0: | f est continue par rapport a y en (0,0)
Y—r

2. On a
lim(x,z) = (0,0)

x—0

Mais

. . x

Donc | f n’est pas continue en (0,0)

4

Sur cette droite,
pour T #0 ,
ona f(T,x) =1

Sur cette droite,

pour tout Y , 2

ona f(O,y) —

2 3 4 5 6
Sur cette droite,

pour tout T,

ona f(x,0) =0

rappel : £(0,0) =0

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus PT*



z? — 02
\résolution 2‘ e On remarque déja que f(z,0) = ¢ 22 + (2
1 sinon

=1 siz#0

Ainsi x — f(2,0) =1
Donc | f est continue par rapport a x en (0,0)

02 _ y2
= _1 i 0
e On remarque déja que f(0,y) = 02 + 2 iy 7
1 sinon
—1 i 0
Ainsi y — f(0,y) = { S% v
0 sinon

Donc | f n’est pas continue par rapport a y en (0,0)

Comme f n’est pas continue par rapport a x en (0,0),

on peut affirmer que | f n’est pas continue en (0,0)
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1.|résolution 3 ‘ 1.

Ainsi z — f(2,0) =0
Donc liH(l) f(xz,0) =0= f(0,0):

e On remarque déja que f(0,y) =

Ainsi y — f(0,y) =0
Donc hII(l) f(0,y) =0 = £(0,0):
Y—r

e On remarque déja que f(z,0) =

0.2.(z% — 0?)
x4+ 04
0 sinon

=0 six#0

f est continue par rapport a y en (0,0)

0.y.(0* — 3?) .
W =0 S1 Y 7é 0

0 sinon

f est continue par rapport a y en (0,0)

2. On a
lim(z,2z) = (0,0)
z—0
Mais 202(2? — da?) 6 6
. . ro(r” —ar . -
Jig fla22) = iy = e =i 37 = 37 7 /(00)

Donc | f n’est pas continue en (0,0)

4

-4 3 2 1

Rappel: f(0,0) =0

Sur la droite rouge,

6
f vaut _1_7

Sur les droites vertes,
I est nulle
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[résolution 4| o cf. exemples précédents

e Soit m € R* fixé.
On a pour z # 0

flxmz) =

Ainsi

lim f(z,mz)

mais

Ainsi f n’est pas continue en (0,0).

mx

xt = 2ma2y + 3m2x?

22— 2max + 3m?2

— lim 22—

lir%(x,xQ) = (0,0)

2 2 m 2
z—0 2 — 2max + 3m z—0 3m

remarque: 1l est étonnant de constater que f n’est pas continue en (0,0) alors que par tout chemin

rectiligne on trouve la bonne limite !

Suivant tous les chemins

rectilignes, J tend vers O.

Mais f n'est tout de méme

pas continue en (0,0) 1

P 4

3 4 5 6

Car en suivant la parabole

1

f tend vers 5
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Tr =7r.cost
résolution 5| 1. e Pour prouver la continuité en (0,0) on va poser { L it
y =t.sin
e Soit (z,y) # (0,0)
On a
r2.cos?t.sint r.cost.sint

f(zy) = f(r.cost,r.sint) = 2 2 g N
) ’ 1
r?2 + r2sint. cost 1+ 3 sin(2t)

Ainsi Lt
o)) = L Bl oy
1+ 5sin2) 5

e Lorsque (z,y) — (0,0) on a r — 0, et donc par encadrement on a f(z,y) — 0 = f(0,0)

On a bien prouvé que f est continue en (0,0) car ( l)iH%o ) f(z,y) = £(0,0)
x7y % b
2. Soit (z0,y0) # (0,0)

%y %y
En ce point et au voisinage de ce point,on a f : (x,y) — = :
P 8 P fil@y) 2?2+y?+ay  (x+y/2)?+ 3y2/4

f est donc continue au voisinage de (xg,yo), comme quotient de fonctions continues, le dénominateur

ne s’annulant pas.
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