Equations aux dérivées partielles

exercice 1

Déterminer les fonctions f € C*(R*R) qui vérifient

V(z,y) € R?, g—i(m,y) =22y  (E)

exercice 2
Déterminer les fonctions f € C1(R3R) qui vérifient

W) € B Sy =20y ()

exercice 3

Déterminer les fonctions f € C*(R*R) qui vérifient

Yow) €R I (g) =y say) (B

exercice 4

Déterminer les fonctions f € C*(R*R) qui vérifient

Yry) € B (24 1) ol (ey) — o flay) = (2 + 1) (B)

exercice 5

Déterminer les fonctions f € C*(R?R) qui vérifient

2

Yy) € B, O L@y =0 ()

exercice 6

Déterminer les fonctions f € C*(R?R) qui vérifient

2

Yey) € B, O L (ey) 4 frn) =0 (B)

exercice 7
Déterminer les fonction f € C?(R%R) qui vérifient

0? 0
V(z,y) € R?, a—x];(x,y) — 3.a—£(x,y) +2.f(xyy) =2x—3+y (E)
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exercice 8

Déterminer les fonctions de classe C' sur R? qui vérifient le systéme
0
—f(fv,y) =21 +y°
V(wy) € B2 { 9%
=L = 27y + 2
3y () Ty + 2y

exercice 9

Déterminer les fonctions de classe C* sur R? qui vérifient le systéme
0
—f(w,y) =2z +y°
V(z.y) € R? QG5
—(z, = 3y + 2
9y (%.y) y+2y

exercice 10

Déterminer les fonctions de classe O sur R3 qui vérifient le systéme

0
—f(fv,y,Z) =yz+y

Y(z,y,2) € R, a—y(ﬂf,y,Z) =rz+a
of
%(a:,y,z) =xy + 22

exercice 11
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Solutions

‘résolution 1‘ e Nous allons procéder par analyse-synthese.

° ‘Partie Analyse. ‘
— On suppose que f € C*(R%R) est solution de (E) sur R?

Az eRfixé,onnote|g: R — R
y — flzy)

On a alors Vy € R, ¢'(y) = g—‘;(x,y) et ainsi Yy € R, ¢/'(y) = 2zy

— Par une simple quadrature (=primitivation), on trouve qu’il existe une constante, qui a priori
dépend de z , que nous noterons A(z) € R telle que

¥y € R,g(y) = 2y* + A(z)
— On a donc
Y(z,y,2) € R? f(x,y,2) = vy* + A(x) ot A(x) est une constante réelle

— Montrons que A : x — A(z) est de classe C!
Pour y = 0, on remarque que A : x — f(z,0)
et ceci prouve que A € C*(R,R) car x — (2,0) € CY(R,R?) et f € C'(R?R) par hypothese.

— Conclusion: a l’issue de la partie synthése, on a montré que
Si f € CYR*R) est solution de (E) alors nécessairement f : (z,y,2) — zy®> + A(zx) avec
A e CHRR)

° ‘ Partie Synthése ‘

Soit |f: R® — R avec A € C'(R,R)
(zy) — 2y’ + A()
Il est clair que f € C'(R%R) et vérifie (E)

e | Conclusion

La solution générale est | f: R* — R avec A € C'(R,R)
(z.y) — ay®+ A(z)
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‘résolution 2‘ e Nous allons procéder par analyse-synthése.

° ‘Partie Analyse. ‘
— On suppose que f € CY(R3R) est solution de (F) sur R?

A (z,2) € R? fixé, on note [g: R — R
y — flzyz)

On a alors Vy € R, ¢'(y) = ?(m,y,z) et ainsi Vy € R, ¢'(y) = 2zy
Y

— Par une simple quadrature (=primitivation), on trouve qu’il existe une constante, qui a priori
dépend de z et z, que nous noterons A(z,z) € R telle que
Yy € R, g(y) = 2y + A(x,2)
— On a donc

V(z,y,2) € R?, f(x,y,2) = 2y® + A(x,2) ot A(x,2) est une constante réelle

— Montrons que A : (z,2) — A(z,z) est de classe C!
Pour y = 0, on remarque que A : (z,z) — f(z,0,2)
et ceci prouve que A € CYR?R) car (x,2) — (2,0,2) € CY(R*R3) et f € C'(R3R) par
hypothése.

— Conclusion: a l’issue de la partie synthése, on a montré que
Si f € CY(R3R) est solution de (E) alors nécessairement f : (z,y,2) — zy* + A(z,2) avec
A € C'(R*R)

° ‘ Partie Synthése ‘

Soit |f: R® — R avec A € C*(R?R)
(z,y,2) — 2y + A(z,2)
I est clair que f € C'(R3,R) et vérifie (E)

e | Conclusion

La solution générale est | f: R® — R avec A € C'(R*R)
(zy,2) — ay’ + A(y,2)
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‘résolution 3‘ e Nous allons procéder par analyse-synthese.

° ‘Partie Analyse. ‘
— On suppose que f € CY(R?R) est solution de (F) sur R?

— R
— f(z,y)

On a alors Vo € R, ¢'(z) = g—f(x,y) et ainsi Vo € R, ¢'(z) = y.g(x)
x

A y € R fixé, on note | g : R
x

La fonction g vérifie ainst I’équation différentielle linéaire du premier ordre

0'(z) —y.0(z) =0

— La solution générale de cette équation différentielle est [0 : R — R avec A € R
x — Ae"

— On a en déduit donc qu’il existe une constante A(y) € R telle que Vz € R, g(z) = A(y).e™Y
On a donc

V(z,y) € R?, f(ay) = A(y).e™

— Montrons que A : y— A(y) est de classe C!
Pour x = 0, on remarque que A : y — f(0,y)
et ceci prouve que A € C*(R,R) car y — (0,y) € C'(R,R?) et f € C*(R?,R) par hypothese.

— Conclusion: a l'issue de la partie synthése, on a montré que
Si f € CY(R%R) est solution de (E) alors nécessairement f : (z,y) — A(y).e™ avec A € C*(R,R)

° ‘ Partie Synthése ‘

Soit|f: R? — R avec A € C1(R,R)
(zy) — Aly).e”
Il est clair que f € C'(R%R) et vérifie (E)

e | Conclusion

La solution générale est | f: R* — R avec A € C'(R,R)
(,y) — Aly).e™
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‘résolution 4‘ e Nous allons procéder par analyse-synthése

° ‘ Partie Analyse ‘

A y € R fixé, on note | g : R
x

On suppose que f € C1(R?R) est solution de (F) sur R?

On a alors Vo € R, ¢'(z) = g—(x,y) et Vo € R, (22 4+ 1)g/(z) — x.g(z) = (2 + 1)%/2
z

On a vu que la solution générale sur R de ’équation différentielle
(22 + 1O (z) — 2.0(z) = (2% + 1)

est

g:R — R avec A € R
r — x/14+ 22+ A(2® +1)%2

On en déduit donc ici qu’il existe une constante A(y) € R telle que
Ve € R, g(x) = 2.v/1+ 22+ A(y). (2% + 1)%/?

On a donc

Y(zy) € R?, f(z,y) = 2./1+ 22+ A(y).(z% + 1)*? ot A(y) est une constante réelle.

Montrons que A : y+— A(y) est de classe C*
Pour z = 0, on remarque que A : y — f(0,y)
et ceci prouve que A € CY(R,R) car y — (0,y) € C'(R,R) et f € C'(R%R) par hypothése.

Conclusion: a l’issue de la partie Synthése, on a montré que
si f € C1(R?,R) vérifie (E) alors nécessairement f : (z,y) — 2.1+ 224+ A(y).(22 +1)3/? avec
A'c C'(RR)

° ‘ Partie Synthése ‘

Soit

f: R — R avec A € C'(R,R)
() — V1 +224+ A(y).(a% +1)32

Il est clair que f € C'(R,R) et vérifie (E)

e | Conclusion

La solution générale est | f: R? — R avec A € C1(R,R)

@y) — o152+ AW)(* + 1"
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[résolution 5] e On va faire un raisonnement simplifié.

e Soit f € C2(R2R).

R

Pour y € R fixé, on note g : R —
x — flzy)

On a alors pour tout x réel

J0 =Ly a @)=Ly

On en déduit les équivalences suivantes

2
Vx € R, %(w,y) =0<=VreR, ¢ (z)=0
<= VreR, ¢ (z) = Ay)
< Vr e R, g(x) = Ay).z + B(y)
Conclusion: la solution générale est | f : R* — R avec (A,B) € [C*(R%,R)]?

(zy) — A(y)r + B(y)
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[résolution 6| e On va faire un raisonnement simplifié.

e Soit f € C2(R2R).

Pour y € R fixé, on note g : R — R
z — f(zy)
On a alors pour tout x réel
af 0 f

/ _ Y " _ZJ
et donc

0* f "

Vz e R, w(w,y) + flzy) =0<=Vr e R, ¢"(z)+g(x) =0

La solution générale de l’équation différentielle 8" (x) + 6(x) =0
est : R — R avec (A,B) € R?
xr > A.cosx+ B.sinx

On en déduit ainsi qu’il existe deux constantes réelles A(y) et B(y)
telles que Vo € R, g(z) = A(y). cosz + B(y).sinz.

Conclusion:
la solution générale est | f : R? — R avec (A,B) € [C*(R?*R))?
(r,y) — A(y).cosx + B(y).sinx
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‘résolution 7‘ e Nous allons procéder par analyse-synthése

° ‘ Partie Analyse ‘

— On suppose que f € C?(R%R) est solution de (E) sur R2,

A y € R fixé, on note | g : R
x

On a alors Vz € R, ¢'(z) = == (2,y
x
Ainsi on a
Ve e R, ¢"(x) —3.9'(x) +2.9(x) =20 —3+y

La fonction g vérifie donc une équation différentielle du second ordre a coefficients constants.
0" (x) — 30" (x) +20(x) =2 — 3 +y

— Avec la méthode standard, on résout ’équation ci-dessus e
— lasolution générale sur R de I'équation homogene est 0 : x — A.e®+B.e*® avec (A,B) € R?
— une solution particuliére de I’équation compléte est Oy :  — = + y/2
— par théoréme, la solution générale de I’équation compléte est la somme de la solution
générale de ’équation homogéne et d’une solution particuliére,
cadici|[§: R — R avec (A,B) € R?
r — A"+ B.e* +a+y/2

On en déduit donc qu’il existe deux constantes A(y) € R et B(y) € R telles que
Vo € R, g(z) = A(y).€” + B(y).e* +x + y/2

— On a donc

V(z,y) € R? f(x,y) = A(y).€* + B(y).e** + x+y/2 ou A(y) et B(y) sont deux constantes réelles

—~ Montons que A :y+— A(y) et B:y+— B(y) sont de classe C?.
f0y) =Aly)+ Bly) +y/2

On remarque que Yy € R,
fLy) =eA(y)+eBly) +1+y/2

On en déduit que

Aty

: 5 (F(Ly) =2 f(0y) =1 —y.(1—¢)/2)

e —e

Cette expression prouve que A € C*(R'R) car f € C*(R,R)
On montre de méme que B € C*(R'R)

— Conclusion: a l’'issue de la partie synthése, on a montré que
Si f € C*(R%R) vérifie (E) alors nécessairement

fi(zy) = Ay).e* + B(y).e* +x +y/2 avec (A,B) € [02(R’R)]2
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° ‘ Partie Synthése ‘

Soit

f:

RQ

(zy) — A(y).e” + B(y).e* +z+y/2

G avec (A,B) € [C’Q(R’R)]Q

Il est clair que f € C?(R%R) et vérifie (FE)

e | Conclusion

La solution générale est | f: R* — R

avec (4,B) € [C2(RR)]
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‘résolution 8‘ e La méthode consiste a résoudre la premiére équation puis a remplacer dans la
deuxiéme

e On a déja I'équivalence

0
Yey) € B, 9 () = 20+ = IK € CARR), Y(wy) € B, f(ry) = 2 + 25 + K()

e En reportant dans le systéme cela donne

0

—f(x,y) =2z +y?
V(zy) € R? { 99

a—y(aﬁ,y) = 2zy + 2y

.2 2
1 ) flzy) =2*+zy*+ K(y)
<K € C"(RR),Y(z,y) € R* ¢ Of
a—y(%y) = 2xy + 2y
f(z.y) =2+ 2y* + K(y)

«=3K € C'(RR),¥(z,y) € R, {2903/ +K'(y) =2zy+2y

flry) =2+ + K(y)

K'(y) =2

flzy) =22+ + K(y)
K(y) =y+A

«=3K € C'(R,R),V(x,y) € R?, {

«—=3JK € C*(R,R),3A € R,V(z,y) € R?, {

e Conclusion: les fonctions cherchées sont

f: R — R avec A € R
(y) — 22 +ay* +y* + A
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‘résolution 9‘ e La méthode consiste a résoudre la premiére équation puis a remplacer dans la
deuxiéme

e On a déja I'équivalence

0
Yey) € B, 9 () = 20+ = IK € CARR), Y(wy) € B, f(ry) = 2 + 25 + K()

e En reportant dans le systéme cela donne

of )
—(, =2z +
V(eg) € R 8’%( v) y

a—y(x,y) = 3xy + 2y

.2 2
1 , flry) =2+ zy*+ K(y)
<—3JK € C*(RR),V(z,y) € R*, ¢ Of
a—y(ﬂs,y) = 3xy + 2y
f(z.y) =2+ 2y* + K(y)

«—=3JK € CY(RR),V(z,y) € R?,
( ) ¥@y) {Qxy—l—K'(y) = 3zy + 2y

flzy) =22 +xy’> + K(y)

3K € C'(RR),Y(z,y) €R? { "
K'(y) =zy+2y

Or il n’existe pas de fonctions K vérifiant V(x,y) € R? K'(y) = zy + 2y!
(En effet, on devrait avoir K'(1) = 1.1 + 2.1 = 3 mais aussi K'(1) =3.14+2.1=5)

e Conclusion: il n’existe pas de fonction vérifiant le systéme proposé
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‘résolution 10‘ e La méthode consiste a résoudre la premiére équation puis a remplacer dans la
deuxiéme et la résoudre, puis ...

e On a déja I'équivalence

0
V(zy,2) € B, L (o y.2) = yoty < 3K € CYR2R),V(w,2) € B, flay,z) = eytay+K(y,2)

or
e En reportant dans le systéme cela donne
of
——(zy.2) =yz+y
V(.f,y,Z) S R37 a_(x7y7z> =rz+T
Y
a—(31: 2) =ay+2z
82 7y7 - y
(f(ry,2)  =ayz+ay+ K(y,2)
of
«—3IK € C'(R*R),V(z,y,2) € R, a—y(w,z) =zz+z
af
\a(l‘ﬁyvz) = l’y+22’
(f(x,y,2) ) = 2yz + 2y + K(y,2)
K
3K € C'(R%R),V(z,y,2) e R? { ¥z +a+ a—y(y,z) =zz+w
of
|5, (@92 = xy + 22
(f(zy,2)  =ayz+ay+ K(y,2)
0K
«—=3K € C'(R*R),V(z,y,2) € R?, 8_<yaz) =0
0
\g(mﬁyaz) = fL’y—f—QZ
(f(ryz)  =ayz+ay+ K(y.2)
3K € CY(R%R),3L € CY(R,R),Y(z,y,2) € R?, [a( ng,z) = L(2)
\&(xayaz) = $y+22
(f(ryz)  =ayz+ay+ K(yz2)
«=3K € C*(R*R),3IL € C'(R,R),V(z,y,2) € R?, { K(y,2) = L(2)

vy + L'(2) =y +22
(f(ry.2) =ayz+ay+ K(y,2)
3K € C'(R*R),3L € C'(R,R),V¥(z,y,2) € R*, { K(y,2) = L(2)

(| L'(2) =2z

flxy,z) =ayz+ay+ K(y,2)
3K € C'(R*R),IL € C'(R,R),JA € R,V(z,y,2) € R*, { K(y,2) = L(2)

L(z) =22+ A

e Conclusion: les fonctions cherchées sont

f: R — R avec A € R
(r,y,2) — ayz+ay+2>+ A
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| résolution 11
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