Des calculs et des méthodes 1

éléments propres

exercice 1 (*)

Déterminer le polynoéme caractéristique puis les sep de I'endomorphisme:

f: R — R
(xy,2) — (=3z+2y+2z40 —y — 2z, — 8x + 4y + 52)

exercice 2 (*¥)

Déterminer le polynoéme caractéristique puis les sep de I'endomorphisme:

f: Me(K) — My(K)

a b a b+ece
c d b+c 2d

exercice 3 (*¥*)

Déterminer le polynéme caractéristique puis les sep de I'endomorphisme:

fi RQ[X] — RQ[X]
aX?+bX +c — (a+b+c)X?+bX +c

exercice 4 (*)

Déterminer le polynéme caractéristique puis les sep de I'endomorphisme:

f: R — R
(x,y,2) —> (—14z 4+ 5y + 92,20 —y — z, — 28z + 10y + 18z2)

exercice 5 (**)

Déterminer le polynoéme caractéristique puis les sep de I'endomorphisme:

fiR[X] — RyX]
P(X) — P(1)X + P(4)

exercice 6 (**)

Déterminer le polynoéme caractéristique puis les sep de I'endomorphisme:

fR[X] — Ry[X]
P(X) — (X +1)P'(X)

exercice 7 (**)

Déterminer le polynéme caractéristique puis les sep de 'endomorphisme:

f]RQ[X] — RQ[X]
P(X) — (X +1)P'(X)
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Des calculs et des méthodes 2

exercice 8 (*)

Déterminer les valeurs propres et lessepde f = R3> — R3

(xy,2) — (z+y+2z, —2x+4y+2z, —x+y+32)

exercice 9 (**)

Déterminer les valeurs propres et les sep de f: Ry[X] — Ry[X]
P (X?+X)P(1)+(X? - X)P(—1)

exercice 10 (*)

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A = ((73 :g)

exercice 11 (*)

-1 5 0
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A = 0 4 0
—25 25 4
exercice 12 (*)
-1 -1 1
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A= | =3 -5 7
-3 —4 6
exercice 13 (*)
0 10
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice A= | —2 2 1
-1 11
exercice 14 (*)
4 0 0
Déterminer les sep de la matrice A= | —3 6 1
—6 4 6
exercice 15 (*)
1 -6 3
Déterminer les sep de la matrice B= | 15 —10 3
15 -6 -1
exercice 16 (**%*)
On consideére les 3 fonctions
f*R — R g R — R h:R — R
x — e’ xr — z.e¥ r — ze”
On admet que ces 3 fonctions forment une famille libre, et on note E = vect(f, g, h)
Déterminer le polynoéme caractéristique puis les sep de I'endomorphisme
p:EF — FE
u — u’
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exercice 17 (*)
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Des calculs et des méthodes 4

Solutions
’ résolution 1 ‘ — On écrit une matrice associée a f, par exemple la matrice de f dans la base canonique
de R?, on trouve
-3 2 2
A= 4 -1 =2
-8 4 5

— Le polyndéme caractéristique est donné par le déterminant

X+3 =2 -2
8 —4 X -5

— Les transvections C3 < C3 — (5 puis Ly < Lo + L3 donnent

X+3 -2 =2 X+3 -2 0 X+3 =2 0
yX)=| -4 X+1 2 |=| 4 X+41 1-X|=| 4 X-3 0
8 4 X-5 8 4 X-1 8 4 X-1

— Un développement par rapport a la derniére colonne donne

-2

w0 =0 [ 72

‘ = (X-D[(X+3)(X —3)+8 = (X-1)(X*-1) = (X—1)*(X+1)

— Les valeurs propres de f étant les racines de x (X)), on en déduit que |sp(f) = {—1,+ 1}
— Détermination de E(f)

Il s’agit de résoudre I'équation f(z,y,z) — 1.(z,y,2) =0,

c’est a dire le systéme

-4z +2y+22 =0
dr — 2y — 2z =0
—8r+4y+4z =0

Ce systéme équivaut 'équation —2z +y + z = 0, donc | By (f) = {(x,y,2) € R*| =2z +y + 2 = 0}
— Détermination de E_;(f)

Il s’agit de résoudre 'équation f(z,y,z) — (—1).(z,y,z) = 0,

c’est a dire le systéme

—2r+2y+22 =0
4o — 2z =0
—8r+4y+62 =0

On résout ce systéme, en divisant par deux chaque équation puis en effectuant des substitutions

—2x+2y+2z =0 —rt+y+z =0 —xr+y+2x =0 y =-—x
dxr — 2z =04z =2r & (2 =2r 42z =2
—8r+4y+62 =0 —4dr+2y+3z =0 —4dx 4+ 2y+6x =0 2y = -2z

Ainsi | E_1(f) = {(z,y,2) € R3|z =2z et y = —2} = {(z, — 2,22)|z € R} = vect((1, — 1,2))
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" : - (10 (0 1 (0 0 (0 0
]resolutlon 2‘ NotonsB—(Ml—(O 0)’M2_(O O)’M3_<1 0>,M4—(0 1))labase

canonique de My (K), on a

1000 f(My) =M,
0110 f(My) = My+ M;
A = Mat —
ats(f) 0110 o f(M3) = My + M;
000 2 F(M)) = 2M,

— Le polynéme caractéristique de f est donné par le déterminant

X—1 0 0 0
0 X-1 -1 0
xr(X)=1 1 X—-1 0
0 0 0 X-2

en développant par rapport a la premiére colonne cela donne

X—-1 -1 0
X)) =(X -1 -1 X-1 0
0 0 X -2

puis en développant par rapport a la derniére colonne on obtient

W(X) = (X~ 1)(X —2) 'X -

X—1‘:<X_1>(X—2) (X =12 —1] = X(X - 1)(X —2)?

Les valeurs propres de f étant les racines de x¢(X), on en déduit que |sp(f) = {0,1,2}

— Détermination de Fy(f)
Il ’agit de résoudre I'équation f( (CCL 2)) =0 (CCL Z>

a =0
a =0
< . b+c =0 . . .
c’est a dire le systéme - qui est équivalent & < ¢ = —b
C =
d 0
2d =0

Ainsi Eo(f>:{(‘; Z) EM2(|)a:O,d:0,c:—b}:{(_Ob 8) |bEK}:vect((_01 (1)))

— Détermination de E(f)
Il s’agit de résoudre I’équation f( (CCL Z)) -1 (CCL Z) =0
a—a =0 0

b+ec—b =0 ¢

btc—c =0 b

20—d =0 d

|

c’est a dire le systéme

Ei(f) = {(Z Z)EMQ(\)b—Oc:O,d:O}—{(O 0) \aeK}—Vect(G) 8))

On trouve
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— Détermination de FEs(f)
Il s’agit de résoudre ’équation f((z b)) _9 (a b) _0

c’est a dire le systéme

d c d
a—2a =0
b+c—2b =0 a =0
<
b+c—2c =0 c =b
2d — 2d =0

ainsi | Bo(f) = {(C

d

) € My(|)a=0,c=b} = {(b d) I(b,d) € K2} = Vect((

01
10

) (

0 0
01

)
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Des calculs et des méthodes 7

[résolution 3|  — Dans la base B = (1,X,X?) de Ry[X] la matrice de f est
1 00
A=Mats(f)=[0 1 0
1 11

— Le polynéme caractéristique de f est donné par le déterminant

X—-1 0 0
v(X)= 0 X-1 0 |[=(X-1)°
~1 -1 X-1

car on sait que le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients
diagonaux

— Les valeurs propres de f étant les racines de xf(X), on a|sp(f) = {1}

— Détermination de Ei(f)
Il s’agit de résoudre équation f(aX?+0X +c¢)—1.(aX?+bX +¢) = 0 qui équivaut a (b+¢)X =0

(bien comprendre qu’il ne s’agit pas de déterminer les racines de cette derniére équation, mais de
savoir pour quels b et ¢, le polynome (b + ¢)X est le polynome nul.(le "zéro’ dans le membre de
droite de l’égalité ci-dessus désigne le vecteur nul de Ro[X], c¢’est a dire le polynome(constant) nul))
La condition est évidemment ¢ = —b.

D’ou

Ei(f) = {aX? +bX + ¢ € Ry[X]|c = —b} = {aX? + b(X — 1)|(a,b) € R*} = vect(X?,(X — 1))
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’ résolution 4 ‘ — On écrit une matrice associée a f, par exemple la matrice de f dans la base canonique
de R3, on trouve
—14 5 9
A= 2 -1 -1
—28 10 18

— Le polyndéme caractéristique est donné par le déterminant

X+14 =5 -9
28 —-10 X —18

— Les transvections L3 <— L3 — 2L, puis C < C} 4+ 2C5 donnent

X+14 -5 -9 [X—-4 -5 -9
(X)=| -2 X+1 1|=[ 0 X+1 1
—2X 0 X 0 0 X

— Le déterminant d’une matrice triangulaire étant égal au produit de ses coefficients diagonaux,
onal|xr(X)=XX-4)(X+1)

— Les valeurs propres de f étant les racines de x¢(X), on a|sp(f) ={-1,0,4}

— Détermination de Ey(f)
Il s’agit de résoudre I'équation f(z,y,z) — 4(z,y,z) =0,
c’est a dire le systéme
—18z 4+ 5y + 9z =0
20 — 5y — 2 =0
—28x + 10y + 142 =20

Ecrivons la matrice de ce systéme

—-18 5 9
2 =5 -1
—28 10 14

Les transvections L3 < Lz + 14Ly et Ly < Li + 9L, donnent

0 —40 O
2 =5 -1
0 —60 O
o . {y =0
ce qul équivaut au systeéme
z =2z

D’ou

Ei(f) ={(z,y,2) e R¥|y =0 et z = 22} = {(x,0,27)|r € R} = vect((1,0,2))
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Des calculs et des méthodes 9

— Détermination de E_;(f)
Il s’agit de résoudre 'équation f(z,y,2) — (—1)(z,y,2) = f(x,y,2) + (z,y,2) = 0,
c’est a dire le systeme
—132 + 5y + 9z =0
20 — 2 =0
—9282 + 10y + 192 =0

Ecrivons la matrice de ce systéme

-13 5 9
2 0 -1
—-28 10 19

Les transvections Ly < Li + 9Ly et Ly < L3 + 19L5 donnent

5 o 0
2 0 -1
10 10 0

1
La dilatation L <+ ng puis la transvection Lz <— L3 — 10L; aboutissent a

_ ) T+ =0 = -z
ce qui équivaut au systeme {2 Y 0 — {y D’ou
r—z =

E_(f) ={(z,y,2) e Ry = —z et 2 =22} = {(z, — 2,22)|zr € R} = vect((1, — 1,2))

— Détermination de Ey(f)
Il s’agit de résoudre ’équation f(x,y,z) — 0.(x,y,2) = f(x,y,z) =0,

Ecrivons la matrice de ce systéme

-14 5 9
2 -1 -1
—-28 10 18

1
Les transvections L3 <— L3 — 2Ly puis Ly < L1 + 7Ly puis Lo <— Lo + §L1 donnent

0 —2 2 B
2 —2 0| qui correspond au systéme {Z —Y
0 0 0 T =y

D’ou

Eo(f) = {(z,y,2) € Rz =y = 2} = {(z,z,2)|]r € R} = vect((1,1,1))
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Des calculs et des méthodes 10
[résolution 5|  — Notons B = (1,X) la base canonique de R,[X], on a
1 =1.X+1=1X+1.1
A:MatB(f):C 4) cr T + +
11 fIX) =1X+4=1X+11
— Le polyndéme caractéristique de f est égal a
X-1 -4
N R B e e tC SR
— Les valeurs propres de f étant les racines de xs(X) on a |sp(f) = {—1,3}
— Détermination de Ejs(f)
Il s’agit de résoudre I’équation f(P) —3P =0
Notons P = aX + b,
comme P(1) =a+bet P(4) =4a+ b on a les équivalences suivantes:
flaX +b)—3aX+b)=0<= (a+b)X+ (da+b)—3(aX +b) =0
< (b—2a)X +4a—-2b=0= Or, [x]
or un polynéme est le polynéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls d’ou
b—2 =0
flaX +b)—3(aX +0) =0 ¢ <~ b=2a
4da—2b =0
Ainsi
Es(f) ={aX +be Ry[X]|b=2a} = {aX + 2a|la € R} = vect(X + 2)
— Détermination de E_;(f)
Il s’agit de résoudre 'équation f(P)— (—1)P = f(P)+ P =0
Notons P = aX + b,
comme P(1) =a+bet P(4) =4a+ b on a les équivalences suivantes:
faX+b)+ (aX +b)=0<= (a+b) X+ (4a+0b)+ (aX +b) =0
<— (26L -+ b)X +4a+20=0= ORl[X]
or un polynéme est le polynéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls d’ou
2a+b =0
flaX +b)+ (aX +b) =0« ot <~ b=—-2a
da+2b =0
Ainsi
Es;(f) ={aX +be R[X]|b=—-2a} = {aX — 2a]a € R} = vect(X —2)
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11

[résolution 6]  — Notons B = (1,X) la base canonique de R,[X], on a

A = Matg(f) = (8 1) {f(l) = (X+1).0=0X+01

f(X) =(X+1).1=1X+11
— Le polyndéme caractéristique de f est donné par le déterminant

w0 =[5y =X

Les racines de x¢(X) étant les valeurs propres de f on a|sp(f) = {0,1}

— Détermination de E(f)
Il s’agit de résoudre 'équation f(P)—1.P =0
Notons P = P(X) = aX + b,
comme P’ = P'(X) = a on a les équivalences suivantes:

flaX+b) —(aX+b)=0<=a(X+1)—(aX+b)=0
—a—-b=0

Ainsi

Ei(f) ={aX +beR[X]la =0} = {aX + aJa € R} = vect(X + 1)

— Détermination de Ey(f)
Il s’agit de résoudre I’équation f(P) —0.P =0, cad f(P) = 0.
On a
flaX+b)=0<=a(X+1)=0<=aX+al=0

or un polynoéme est le polynome nul ssi tous ses coefficients sont nuls d’oit On a
flaX+b)=0<=0a=0

Ainsi

Eo(f) = {aX + b e R, [X]|a = 0} = {b.1]b € R} = vect(1)
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[résolution 7|  — Notons B = (1,X,X?) la base canonique de Ry[X], on a
010 f(1) =X+1.0=0X+0.1
A=DMatg(f)=10 1 2 car f(X) =(X+1).1=1X+1.1
00 2 fX) =(X+1)2X =2.X242X

— Le polynéme caractéristique de f est donné par le déterminant

X -1 0
xf(X)=10 X-1 =2 |=XX-1)(X-2)
0 0 X =2

— Les valeurs propres de f étant les racines de x¢(X) on en déduit que |sp(f) = {0,1,2}

— Détermination de E(f)
Il s’agit de résoudre 'équation f(P)—1.P =0
Notons P = P(X) = aX?+bX +c,
comme P’ = P'(X) = 2aX + b on a les équivalences suivantes:

flaX?+bX +¢)— (aX?*+bX +¢) =0 <= (2aX +b)(X +1) — (aX* +bX +¢) =0
—aX?’+20)X +b—c=0

or un polynéme est le polynéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls d’ou

a =0

f(aX2+bX+c)—(aX2+bX+c):0<:>{b 0
e =

Ainsi

Ei(f) ={aX?+bX +c € Ry[X]la=0¢et c=b} = {bX +b]b € R} = vect(X + 1)

— Détermination de Es(f)
Il s’agit de résoudre I’équation f(P) —2.P =0
Notons P = P(X) = aX? +bX +c,

f(aX?+bX +¢) —2(aX? +bX +¢) =0 <= (2aX +b)(X +1) —2(aX? +bX +¢) =0
— (2a—0)X+b—2c=0

or un polynoéme est le polyndéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls d’ou

2a—b =0 b =2
f(aX2+bX+c)—2(aX2+bX—|—c):0<:>{2a ) 0<:>{ ¢
c—b = =

Ainsi

Ey(f) ={aX? +bX + c € Ry[X]|b =2a et ¢ = a} = {aX? + 2aX + ala € R} = vect(X? +2X + 1)
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Détermination de Ey(f)

Il s’agit de résoudre 'équation f(P)—0.P = f(P) =0
Notons P = P(X) = aX?+bX +¢,

on a les équivalences suivantes:

flaX?+bX +¢)=0<+= (2aX +b)(X +1) =0
— 20X’ + (20 +b)X +b=0

or un polynéme est le polynéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls d’ou

2a =0
f(@aX?4+0X +¢)=0<=2a+b =0<=a=b=0
b=0

Ainsi

Eo(f) = {aX? + bX +c € Ry[X]|a =b =0} = {c.1|c € R} = vect(1)
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résolution 8] — Ecrivons la matrice de f dans la base canonique de R?

1 1
A=|-2 4
-1 1

W N =

— Le polyndéme caractéristique est donné par le déterminant

X—-1 -1 -1
Xf(X): 2 X —4 —2
1 -1 X-3

Les transvections C < Cy + Cs puis Ly < Ly — Ly donnent

X-2 -1 -1 X-2 -1 -1
yX)=|X-2 X-4 -2 |=| 0 X-3 -1
0 -1 X-3 0 -1 X -3

En développant par rapport a la premiére colonne on obtient

—1

weo = -2 T

':(X—Q) [(X =3 —1] = (X —2*(X —4)

— Les valeurs propres de f étant les racines de x¢(X) on a|sp(f) = {2,4}
— Détermination de FEs(f)

Il s’agit de résoudre I'équation f(x,y,z) — 2(z,y,2z) =0,

c’est a dire le systéme

—r+y+z =0
—2r+4+2y+2z =0+ —cv+y+2=0
—Tr+y+=z =0

ainsi Ey(f) est le plan d’équation —z +y+ 2 =0

Ey(f) ={(zy2) eR*| -z +y+2=0} = {(y + 29,2)|(y,2) € R*} = vect((1,1,0),(1,0,1))

— Détermination de FE,(f)
Il s’agit de résoudre I'équation f(z,y,z) — 4(z,y,z) = 0,
c’est a dire le systéme suivant que l'on résout par substitution

—Br+y+z =0 —3r+y+z =0 —2rv+y =0 5
=2r
—2x + 2z =0<= 1z =r <=z :x<:>{y
z =z
—r+y—2z2 =0 —r4+y—2z =0 —2r+y =0

Ainsi

Eu(f) = {(z,y,2) € R®|y = 2x et 2 = 2} = {(z,22,2)|r € R} = vect((1,2,1))
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’résolution 9‘ — La matrice de f dans la base (1,X,X2 X3 X*) est

AN

I
coNn oo
coownwo
coNno o
coownwo
cCoNn oo

— Le polyndéme caractéristique est donné par le déterminant

X 0 0 0 0
0 X-2 0 -2 0
y(X)=[-2 0 X-2 0 =2
0 0 0 X 0
0 0 0 0 X

En développant par rapport a la premiére ligne cela donne

X -2 0 -2 0
0 X-2 0 =2
0 0 0 X

On reconnait alors un déterminant triangulaire, d’ou

Yr(X) = X.(X — 2)2X2 = X3.(X — 2)?

— Les valeurs propres étant les racines du polyndme caractéristique on a | sp(f) = {0,2}

— Pour P=aX*+0X3+cX?+dX +e
ona P(l)=a+b+c+d+eet P(—1)=a—b+c—d+ e et ainsi

f(P)=(a+b+ct+d+e)(X*+X)+(a—b+c—d+e)(X?—X)=2(a+c+e)X*+20b+d)X

— Détermination de FEs(f)
Il s’agit de résoudre I’équation f(P) = 2P,
avec les notations précédentes cela donne

f(P)=2P <= 2(a+c+e)X? +2(b+d)X = 2(aX* +bX> + cX? +dX +e)
= aX"+ X’ - (a+e)X*+bX +e=0

a =0
b =0
= qat+e =0<=a=b=e=0
b =0
G =0

car un polynome est le polyndéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls.
Ainsi

Eo(f) = {aX?*+bX3 + cX? +dX +e € Ry[X]la=b=e} = {cX? + dX]|(c,d) € R*} = vect(X? X)
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— Détermination de Ey(f)
Il s’agit de résoudre I’équation f(P) =0.P =0,
avec les notations précédentes cela donne

f(P)=0+<=2(a+c+e)X*+2(b+d)X =0

at+c+e =0
b+d =0

e = -—a—=¢c
<
{d = —b

toujours grace au méme argument.

Ainsi

Eo(f) = {aX*+bX? + cX? +dX + e € Ry[X]le = —a —cet d = —b}

ce que 'on peut encore écrire

soit

Eo(f) = {aX* +bX?+ cX? = bX — a — (|(a,b,c) € R*}

Eo(f) = vect(X* -1, X3 — X, X2 - 1)
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’résolution 10‘ — Le polyndéme caractéristique est donné par le déterminant
X -7 3 2
xa(X) = 6 X 49 =(X-7NX+2)+18=X"-5X+4+4=(X-1)(X—-4)

— Les valeurs propres de A étant les racines de y4(X) on a|sp(A) = {1,4}

— Pour chaque valeur propre A on va résoudre 1'équation (A — X\.I5)X =0 avec X = (x)

Yy
ammx = (¢ 23) (5)- (625)
on en déduit que | By (A) = {(;”) € My (R)|y = 22} = {(29; > |z € R} = vect( (3))

— |Détermination de E,(A)

Comme
(3 =3\ [x\ (3r—3y
AR (6 —6) (y) - (696 - 6y>

on en déduit que | Ey(A) = {(5) € Mo, (R)|y =2} = {(i) |z € R} = vect( G))

— |Détermination de E;(A)
Comme
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’résolution 11 ‘ — Le polyndéme caractéristique est donné par le déterminant

X+1 -5 0
xa(X) = 0 X -4 0
25 —-25 X —4

en développant par rapport a la derniére colonne, on trouve directement

X+1 =5
xa(X)=(X—-4)| 0 X—4=X-49)X+1)(X—-4)=(X-4)*(X+1)
25 —25

— Les valeurs propres de A étant les racines de y4(X) on a|sp(A) = {—1,4}

x
— Pour chaque valeur propre A on va résoudre 1'équation (A — A.I3) X =0 avec X = | y
z
— |Détermination de E,(A)
On a
-5 5 0 x
(A—4.13)X = 0O 0 0 Yy
—25 25 0 z
On en déduit que
x T 1 0
EfA)={{y]| e MsuR)ly=a} ={| 2 | [(z,2) e R*} =vect({ 1], [0])
z z 0 1
— | Détermination de E_;(A)
On a
0 5 0 x
(A+1.13)X = 0 5 0 Y
—25 25 5 z
On en déduit que
x T 1
E (A ={|ly] e Ms:R)ly=0et z=5z} ={| 0 | [xr € R} =vect(|0])
z T 5)
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’résolution 12‘ — Le polyndéme caractéristique est donné par le déterminant
X +1 1 -1
xa(X)=1| 3 X+5 =7
3 4 X -6

Les transvections L3 <— L3z — Lo puis C5 < C5 4+ C3 donnent

X+1 1 ~1 X+1 0 ~1
xa(X)=| 3  X+45 -7 |=| 3 X-2 -7
0 —-X-1 X+1 0 0 X+1

en développant suivant la derniére ligne cela donne directement

0

X+1
=0

':LX+D%X—2)

— Les valeurs propres de A étant les racines de x4(X) on a|sp(A) = {—1,2}

T

— Pour chaque valeur propre A on va résoudre ’équation (A — X\.I3) X =0 avec X = | y
z

— |Détermination de E5(A)
On va résoudre le systéme (A — 213)X = 0 par la méthode du pivot de Gauss

3 —1 1
A—2l=-3 -7 7
3 4 4

Les transvections L3 <— Lz — L1 et Ly +— Lo — L donnent

—3 -1 1
A—2l,;~| 0 6 -6
\o 3 -3

1
La dilatation Ly +— éLg puis les transvections L3 <— L3 — 3Ly et Ly < L, + Lo donnent

3 -1 1 30 0
A2~ 0 1 -1]~[0 1 -1
“\o 3 =3/ "\o 0 o
On en déduit que
T 0 0
Es(A)={ly ]| e MsiR)lzr=0et z=y} ={|vy | [y e R} =vect(|1])
z Y 1
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— |Détermination de E_;(A)
On va résoudre le systéme (A + I3)X = 0 par la méthode du pivot de Gauss

0 -1 1
A+Lz;=|-3 -4 7
-3 -4 7

Les transvections L3 <— L3 — Lo puis Lo < Ly — 4L, donnent

0 -1 1 0 -1 1
A+Izy~ | -3 -4 7| ~|-3 0 3
“Xo o o/ "\o o0 o
) ) 1 )
La dilatation L, +— gLQ aboutit &
0 -1 1
“Xo o o
On en déduit que
T T 1
E (A ={|ly]| e MsiR)|lz=y=z}={|z ]|z eR}=vect(|1])
z T 1
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’résolution 13‘ — Le polyndme caractéristique est donné par le déterminant

X -1 0
wuX)=[2 xX-2 -1
1 -1 X-1

Les transvections Ls «— L3 — L puis C5 «— C5 + C; donnent
X -1 0 X -1 X
wX) = 2 x-2 -1]=| 2 Xx-2 1
1-X 0 X -1 1-X 0

Le développement suivant la derniére ligne donne
xa(X) =(1-X) Y_9 1 =(1-X)[-1-X(X-2)]=(X-1)(X*—2X+1) = (X-1)(X-1)

Comme y4(X) = (X —1)3
et que les valeurs propres de A sont les racines de x4(X) on a|sp(A4) = {1}

— |Détermination de E;(A)
On va résoudre le systéme (A — I3) X = 0 par la méthode du pivot de Gauss

-1 10

Les transvections L3 <— L3 — Ly puis Ly < Ly — L; donnent

-1 1 0 -1 1 0
A-L~|=2 1 1]~ =1 01
“\o oo/ "\o 0o
On en déduit que
x x 1
Ei(A)={ly]| e M5 R)lz=y=z}={[2| |zt €R} =vect(|[1])
z T 1
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’résolution 14‘ — Le polyndéme caractéristique est donné par le déterminant ci-dessous
X -4 0 0
XA(X) = 3 X -6 —1
6 -4 X -6

en développant par rapport a la premiére ligne, on trouve

-1

) = e Y50 T

‘ = (X—4) [(X —6)> — 4] = (X—4)(X—6-2)(X—6+2) = (X—4)*(X -8

— Les valeurs propres de A sont les racines de x(X),
on a ainsi sp(A) = {4,8} avec 4 valeur propre double et 8 valeur propre simple.

T
— Pour chaque valeur propre A on va résoudre I’équation (A — A.I3)X =0 avec X = | y
z
— |Détermination de E,(A)
0 =0
L’équation (A — 413)X = 0 correspond au systéme ¢ —3z +2y+2z =0<= -3z+2y+2=0
—6z+4y+22 =0
D’ou
T x
EfA) ={{y] e Msu(R)|z =3z -2y} ={| v |(z,y) € R?}
A 3r — 2y
1 0 1 0
EA)={z (0] +y[ 1 ||(xy) eR*}=vect(|O],| 1 ])
3 —2 3 —2
— |Détermination de Eg(A)
L’équation (A — 413)X = 0 correspond au systéme
rz =0
—3r—2y+2z =0<=<¢2y+=z :0<:>{ 5
z =
—6r+4y—22z =0 4y —2z =0 Y
D’ou
x 0 0
Es(A)={ly ]| e M351(R)|lzx=0etz=2y} ={| v | lye R} =vect(|1
z 2y 2
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’résolution 15‘ — Le polyndme caractéristique de B est donné par le déterminant
X —-11 6 -3
xg(X)=| -1 X410 -3
—15 6 X +1

Les transvections Ls «— L3 — Lo puis Cy «— C5 + C3 donnent

X—-11 6 -3 X—-11 3 —3
xs(X)=| =15 X+10 -3 |=| —-15 X+47 -3
0 —X-4 X+4 0 0 X+4

puis en développant par rapport a la derniere ligne

X —11 3

(X)) =X+ 50 xog

’ = (X +4)[(X —11)(X +7) +45] = (X +4)(X* —4X — 32)
Un calcul de discriminant donne —4 et 8 comme racines de X2 —4X — 32
On obtient ainsi yp(X) = (X + 4)*(X — 8)

Conclusion: sp(B) = {—4,8} avec —4 valeur propre double et 8 valeur propre simple
x
— Pour chaque valeur propre A on considére 'équation (B — AI3)X =0 avec |y
z

— |Détermination de E_4(B)

15z —6y+32 =0
L’équation (B + 413) X = 0 correspond au systéme ¢ 152 — 6y +32 =0<=5r—2y+2=0
152 — 6y +32 =0

x x
E_4(B)={|y | € Ms:(R)|z = =5z + 2y} = y |(z,y) € R}
z —5T + 2y

1 0 1 0
EuB)={z| 0 | +y|1]||(zy) €R*}=vect(| 0 |,[1])
) 2 -5 2

— |Détermination de Eg(B)
On va résoudre le systéme (B — 813)X = 0 par la méthode du pivot de Gauss

3 -6 3
B—-8I3=|15 —-18 3
15 -6 -9

En divisant chaque ligne par 3,
puis en effectuant les transvections Ly < Lo — 5L et L3y < L3 — 5L on trouve

1 -2 1 1 -2 —1
5 —6 1 ~ 0 4 —4
5 —2 -3 L 0 8 -8
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1 .
En effectuant Ly < ZLQ puis L3 <— L3 — 8Ly et Ly < L1+ 2L,
1 -2 -1 1 -2 -1 1 0 -1
0 1 -1 ~ 0o 1 -1 ~ 01 -1
0 8 -8 g 0 0 0 k 00 0
T T 1
EsBy={|y| e MsiR)lzr=y=z2}={|z | |[r eR}=vect(|1])
z T 1
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[résolution 16/  — On écrit la matrice de ¢ dans la base (f,g,h)

~Onag(f) = .

(Ceci prouve que 1 est valeur propre de ¢ et que f est un vecteur propre associé)

— Pour tout z € R, on a ¢'(z) = e* + ze® = f(z) + g(x)
Ainsi p(g) = f+g

— Pour tout # € R, on a h'(x) = 2xe® + x%e* = 2g(x) + h(z)
Ainsi p(h) =29+ h

— Ceci nous permet d’écrire

1 1 0
A= Mat(f,g,h)(@ =101 2
0 01
On a donc
X -1 -1 0
Yo(X)=| 0 X-1 =2 |=(X-1)
0 0 X -1

sp(¢) = {1} et 1 est une valeur propre triple

— Détermination de Fi(y)

i) premiére méthode
On résout 'équation ¢(u) = 1.u, c’est a dire 'équation différentielle v — u = 0.
La solution générale de cette équation différentielle est u : R — R avec A € R
xr — Ae”*

On a prouvé que | B1(¢) = {A.f|A € R} = vect(f)
ii) seconde méthode

Soitu=x.f+yg+z2hekE.

On a les équivalences suivantes

u € Ei(p) <= o(u) =u

X T
— A. = |y
z

Y
z
1 1 0\ [z T
—~ |0 1 2 yl =1y
00 1/ \z z
<:>y:0
2z =0

On a prouvé que | By (¢) = {z.f +y.g+ z.h|ly = 2 = 0 et x € R} = {x.f|z € R} = vect(f)
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résolution 17|
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