Dérivées partielles

exercice 1 (*)

On considére la fonction
f: R — R

y? siz >0

ry) — _
(@) r+y? siz<0

Etudier I'existence des dérivées partielles premicres en (xq,yo) € R?

exercice 2 (*)

On considére la fonction
f: R? — R

(z,y) — {

vy 4+a2? siz >0
y?—a2? siz <0

Etudier I'existence des dérivées partielles premicres en (xq,1y0) € R?

exercice 3

On considére la fonction
f: R”? — R

(z,y) — {

2 Inly] siy#0
0 siy=20

Etudier Iexistence des dérivées partielles premiéres en (xq,yo) € R?

exercice 4 (**)

On considére la fonction
f: R — R
22—y siz >y

3

T,y) — . _
(@y) -y siz<y

Etudier Iexistence des dérivées partielles premiéres en (xq,yo) € R?

exercice 5 (**)

On considére la fonction
f: R — R )
Ty
(z,y) —> 2%+
0 sinon

siz+y=0

Etudier Iexistence des dérivées partielles premiéres en (xq,yo) € R?

exercice 6
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Solutions

[résolution 1 e Trois cas sont a envisager

Demi-plan ou Demi-plan ot

flz.y) =z +y” flzy)=y"

° (w0, o)
(w0, y0)

(70, y0)

e |premier cas: étude en (z¢,y9) avec zo > 0

En ce point, et au voisinage de ce point, on a f : (z,y) — >

f est donc C'™ sur un voisinage de (xg,yo).
On en déduit que
of

0
— ——(=o,Y0) existe et 'on a 8—(x0,y0) =0
x

ox
- g(mo,yo) existe et I'on a g@m%) — 2

dy dy

e |deuxiéme cas: étude en (x¢,yy) avec o < 0

En ce point, et au voisinage de ce point, on a f : (z,y) — = + y>.

f est donc C'* sur un voisinage de (xg,yo)-
On en déduit que
of

0
— ——(x0,y0) existe et 'on a a—f(xo,yo) =1
x

ox :
0
- _f(%,yo) existe et 'on a —f(anyO) = 2o

dy dy
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e |troisiéme cas: étude en (zg,y9) avec zo =0

En ce point, et au voisinage de ce point, ’expression de f n’est pas donnée par une "unique
expression": il s’agit donc d’étudier un recollement et il faut revenir a la définition!

Soit h # 0.
i) On a
Yo — Yo .
f(hsyo) — f(O.90) _ h =S sih>0
h Yth—uw _ 1 ono0
h
On a donc . . , ;
lim f( 790)_f< 790)20#1: lim f( 7y0)_f( ,yo)
h—0* h h—0— h

ce qui prouve que ——(0,yo) n’existe pas

ox
ii) On a
h/ o h 2 . 2
SOy +h) = fOw0) _ (Wo+h)*—ws _ 20+ h
h h
On a donc 0 b 0
lim f( 7y0+ )_f( 7y0) :2y0
h—0 h

ce qui prouve que 0_<0’y0) existe et vaut 2y,
Y
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[résolution 2 e Trois cas sont a envisager

Demi-plan ot Demi-plan ot

flzy)=y"—a° flz,y) =y° +z°

° (w0, yo)
(w0, Y0)

(w0, Y0)

e |premier cas: étude en (xg,yy) avec xy > 0

En ce point, et au voisinage de ce point, on a f : (z,y) — y* + 22
f est donc C'™ sur un voisinage de (xg,yo)-
On en déduit que

0 0
- 8—£(xo,y0) existe et l'on a 8_52(%’%) — 22

9] _ 7 P
a_ch(fL’o,yo) existe et Fon a a_;c(xo,yo) = 2yo

e |deuxiéme cas: étude en (x¢,yy) avec o < 0

En ce point, et au voisinage de ce point, on a f : (z,y) — y* — 2°.
f est donc C'™ sur un voisinage de (xg,yo).
On en déduit que

of

. 0
_ %(Q:O,yo) existe et 'on a 8—£(x0,y0) = —27
- g—]yc(xo,yo) existe et l'on a g_g(%’%) = 20
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e |troisiéme cas: étude en (zg,y9) avec zo =0

En ce point, et au voisinage de ce point, ’expression de f n’est pas donnée par une "unique
expression": il s’agit donc d’étudier un recollement et il faut revenir a la définition!

Soit h # 0.
i) On a
2 2 2
Yo + h* — Yo .
f(hvyO) - f(07y0) ) hz ) =h sih>0
h WM <o
h
On a donc . . , ;
lim f( 790) - f( JyO) — 0= lim f( 7y0) — f( 7y0>
h—0+ h hs0— h

ce qui prouve que —f(O,yo) existe et vaut 0

ox
ii) On a
h/ o h 2 . 2
SOy +h) = fOw0) _ (wo+h)*—ws _ 20+ h
h h
On a donc 0 b 0
lim f( 7y0+ )_f( 7y0) :2y0
h—0 h

ce qui prouve que 0_<0’y0) existe et vaut 2y,
Y
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résolution 3

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus PT*



résolution 4 e Trois cas sont a envisager

Demi-plan ou

flz,y) =2’ —y’

(o, yo)

(0]
(900, yo)

Demi-plan ou

e | premier cas: étude en (xg,yy) avec zy > ¥

En ce point, et au voisinage de ce point, on a f : (z,y) — 2% — 2.
f est donc C'™ sur un voisinage de (xq,yo).
On en déduit que

of

0
- %(xo,yo) existe et l'on a a—i(ﬂﬁoayo) = 2z
0
- —f(:m,yo) existe et l'on a 8—f(ivo,yo) = —2yo
Yy

oy

e |deuxiéme cas: étude en (x¢,yy) avec xy < Yo

En ce point, et au voisinage de ce point, on a f : (z,y) — 23 — 13
f est donc C'™ sur un voisinage de (xg,yo).
On en déduit que

of

0

- 8_9[:(360’3/0) existe et 'on a 0_£(x0’y0) = 3z?
0 0

- —f(xo,yg) existe et 'on a —f(xo,yo) = —3y?

dy dy

($07 o)
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e |troisiéme cas: étude en (zg,y9) avec o = Yo

En ce point, et au voisinage de ce point, ’expression de f n’est pas donnée par une "unique
expression": il s’agit donc d’étudier un recollement et il faut revenir a la définition!

Soit h # 0.
i) On a
(o +h)* — s — (2§ — u3) .
f(zo + hyyo) — f(z0,90) h =2x0+h sih >0
= B3 — (3 — o3
h (@ +h) o (0= %) _ 302 4 3hay + 02 sih <0
On a donc
lim f(xo + hyyo) — f(20,90) — 97, ot lim f(xo + hyyo) — f(z0,90) — 342
h—07+ h h—0— h
Et donc deux cas sont a considérer
(a) si2xg # 328 (cad xg # 0 et xg # 2/3)
alors lim f(@o + hyo) = f(wo,90) n’existe pas et donc —f(xo,yo) n’existe pas.
h—0 h ox
(b) st 2xg = 3x3 (cad xo =0 ou zg =2/3)
hoe) —
alors lim f(wo + hoyo) = f(zo.90) = 2z et donc g(xo,yo) existe et vaut 2z,
h—0 h ox
ii) On a
2 2 2 .2
x5 — (Yo + 1) _(330_90)_ .
f(o,y0 + h) — fzo,y0) _ h =2 —h sih <0
= 3 _ RY3 — (3 — o3
h (x5 = (o + })L (0= v0) _ —3y2 —3hyo— h? sih>0
On a donc
lim f(zo,y0 + h) — f(zo,0) — oy et lim f(@o,y0 + h) — f(zo,y0) — 3y
h—0~ h h—0+ h

Et donc deux cas sont a considérer
(a) si2yo # 3y (cad yo # 0 et yo # 2/3)

: zo,Yo + h) — f(xo, : :
alors lim f(@o.90 + 1) = F(wo.40) n’existe pas et donc ——(xg,yo) n’existe pas.
h—0 h dy

(b) si 2yo = 3yg (cad yo =0 ou yo = 2/3)
. f(x(hy() + h) - f(anyO)
alors lim

0
= —2y et donc —f(xo,yg) existe et vaut —2,
h—0 h

dy
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[résolution 5 | e Deux cas sont a envisager

Droite ou Partout ailleurs

f(z,y) =0 _ oy’

e |premier cas: étude en (z0,yy) avec zg+ yo # 0

En ce point, et au voisinage de ce point, on a f : (z,y) —

f est donc C'™ sur un voisinage de (xg,yo).
On en déduit que

of . . df Yo (g — x3)
— %(xo,yo) existe et l'on a %(xo,yo) = W
0 223yo

(z0,y0) existe et 'on a 0 (0,Y0)
.- (%0,Y0 5 (Z0Y0) = 75— 353
Oy y (x5 +u5)”
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e |deuxiéme cas: étude en (xg,yy) avec xg + yo = 0

En ce point, et au voisinage de ce point, ’expression de f n’est pas donnée par une "unique
expression": il s’agit donc d’étudier un recollement et il faut revenir a la définition!

Soit h # 0.

i) On a
f(zo + hyo) — f(w0,y0) _ flwo+h, —x0) —0 w3 (zo + h)

h h R [(zo + )2+ 2]

Deux cas sont & considérer:

(a) sizg #0

xo + h, X0, xp x .. :
f(@o Yo) = J(o.b0) ~ 0 — =% ¢t donc ne posséde pas de limite finie

h hso h.(223)  2h

quand h — 0.
0

Ceci prouve que (‘3f (zg, — xp) n’existe pas pour zg # 0

(b) sizg=0

on & f(@o + hoyo) — f(20,%0) — 0 et donc lim f(xo + hyyo) — f(20,%0) —0
h h—0 h

Ceci prouve que af (0,0) existe et vaut 0

ii) On a
f(@o.y0 + 1) — f(z0,y0) _ f(zo, —wo+h) =0 _ zo(h — x0)?
h h h. [z + (h — 20)?]

Deux cas sont & considérer:

(a) sixzg#0
h) — 3
a f(@o.g0 + f)z f(@o.90) ot h.é(;%) = ;—2 et donc ne posséde pas de limite finie
quand h — 0.
Ceci prouve que a—(aco, — 1) n’existe pas pour xg # 0
Yy
(b) si Ty = 0
on a f(@o,90 +h) — f(z0,%0) — 0 et donc Lim f(@o,y0 + 1) — f(z0,%) ~0
h h—0 h

0
Ceci prouve que a—f(0,0) existe et vaut 0
Yy
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résolution 6
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