Bijections

exercice 1 (*)
Soit h: R?> — R?
(u,0) — (2,y) = (u+ 0> 0)

Justifier que h est une bijection de R? sur R?.

exercice 2 (**)
Soit
e A=R" xR
o D={(zy) eR?*|z >y}
eh: AN — D
(u,w) — (2,y) = (u* +v,0)
Justifier que h est une bijection de A sur D.

exercice 3 (**)
Soit h: R* — R :
(wp) — (zy) = (@ + 0"’ —0%)

Justifier que h est une bijection de R? sur R2.

exercice 4 (**)
Soit
e A=]0,+ OO[2
o D={(zy) e R?|z > Jy|}
eh: A — D
(wv) — (@) = (@ + 02 u? — 0?)
Justifier que h est une bijection de A sur D.

exercice 5 (**¥)
Soit
e A =]0,1] x [0,27]
2
e D={(zy) €R?|0< = +y* <1]}
eh: A — D
(r,0) — (x,y) = (2rcosf,rsinf)
Justifier que h est une bijection de A sur D.
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Solutions

\résolution 1‘ e [l s’agit de montrer que pour

V(z,y) € R?, 3! (uw) € R? h(u,w) = (z,y)

Pour cela, on va se fizer (z,y) € R? et montrer que l'équation h(u,v) = (z,y) posséde une seule
= u+ v?

y =v

r =u+v?
y =v

r =u+v? v =x—y>
<~
y =v vo=Y

On a bien prouvé que le systéme posséde une et une seule solution.

solution, c’est a dire que le systéme { posséde un unique couple (u,v) € R? solution.

e Soit (z,y) € R? fixe.
On s’intéresse au systéme

On a bien siir

e Conclusion: | h réalise une bijection de R dans R ‘, et I'on a

ht: R? — R?
(zy) — (z—9"y)
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\résolution 2‘ e [l s’agit de montrer que pour

V(z,y) € D,3! (u,w) € A, h(u,w) = (z,y)

Pour cela, on va se fizer (z,y) € D et montrer que ’équation h(u,w) = (x,y) posséde une seule

2
. . r =u"+v , .
solution, c’est a dire que le systéme posséde un unique couple (u,v) € A solution.
Yy =v
e Soit (z,y) € D fixé.
On s’intéresse au systéme
r =u+v
y =v

r =u’+v W =z —vy
<
y =v v =Y

Comme (z,y) € D,onax —y > 0; et comme (u,v) € A, on a u € RT.
Ainsi on a les équivalences

2 2

r =u"+v u: = — U =T —

— y<:> Y
y =v =Yy vo=Y

On a bien prouvé que le systéme posséde une et une seule solution.

e Conclusion: ‘h réalise une bijection de A sur D ‘, et I'on a

hlt: D — A
(z,y) — (VT —99)
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\résolution 3‘ e [l s’agit de montrer que pour

V(z,y) € R?, 3! (uw) € R? h(u,w) = (z,y)

Pour cela, on va se fizer (z,y) € R? et montrer que 'équation h(u,v) = (z,y) posséde une seule
34 .3
=u’+v

y =ud—vw

solution, c’est a dire que le systéme possede un unique couple (u,v) € R? solution.

e Soit (z,y) € R? fixé.
On s’intéresse au systéme

r =ud+ 0
y =ud— 03

Par demi-somme et demi-différence, on a

r+y
r =ud+03 uw o= 7
y I T Y
2

Or on sait que
la fonction ¢ — t* est une bijection de R dans R de fonction réciproque -

ce qui nous permet d’affirmer que

x+y 31’+y
r =ut+03 u = u=
3 3 3723/ 2
2 voo=
2

On a bien prouvé que le systéme posséde une et une seule solution.

e Conclusion: | h réalise une bijection de R dans R ‘, et I'on a

hl: R — R?

@) — (LY
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\résolution 4‘ e [l s’agit de montrer que pour

V(z,y) € D,3! (u,w) € A, h(u,w) = (z,y)

Pour cela, on va se fizer (z,y) € D et montrer que ’équation h(u,w) = (x,y) posséde une seule

2 2
r =u"+v ) ’
g o= posséde un unique couple (u,v) € A solution.

solution, c’est a dire que le systéme

e Soit (z,y) € D fixé.
On s’intéresse au systéme

r =u®+ 0
y = u?—0?

Par demi-somme et demi-différence, on a

Tty
r =u®+0? u? = 7
y I T 2 Y
2

Comme (z,y) € Donaz>yetax>—y,cestadirer—y>0etx+y>D0.

Comme (u,v) € Aonau>0etv>0

(On sait que la fonction t +— t* est une bijection de |0, + oo[ sur |0, + oo[, de fonction
réciproque /7).

On a donc les équivalences

T4y Tty
r = u?+v? u? = wo= 9
— 2 =
y = u?—v? 2 Ty g
2 vo=
2

On a bien prouvé que le systéme posséde une et une seule solution.

e Conclusion: | h réalise une bijection de R dans R ‘, et I'on a

ht: R? — R?

) — (Y
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\résolution 5‘ e [l s’agit de montrer que pour

V(xzy) € D,3!(r,0) € A h(r,0) = (z,y)

Pour cela, on va se fixer (x,y) € D et montrer que l’équation h(r,0) = (x,y) posséde une seule
xr = 2rcosd

solution, c’est a dire que le systéme » posséde un unique couple (u,v) € A solution.
y =rsin

Pour se faire, nous allons procéder par Analyse-Synthese

° ‘Partie Analyse ‘
Soit (z,y) € D.

= 2rcosf
On suppose qu'il existe (r,0) € A tel que {x T.
y =rsinf
72
— On a alors Z—I—gf =r?

2
|x
Comme (z,y) # 0 et que 7 soit étre positif, on a r = T +y2>0

— Pour ce choix de r, on a
() + () = =

2r r r?
On peut donc affirmer qu’il existe un unique 6 € [0,27[ tel que
x
(cosf = —
x
24/ — +y?
— On a ainsi ¢ %
sinff = -———
x_Q + 2
\ Vg Y
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