systémes linéaires

exercice 1 (*)

—x+2y+3z =2
Résoudre le systéme linéaire < 4x + 5y + 6z =0
Tx+8y+9z =0
exercice 2 (*)
1 -1 3 3 3
) . . 1 2 2 5 8
Déterminer le rang de la matrice 1 0 -1 0 1
1 1 -3 -1 1
exercice 3 (*)
1 1 -3 -1 1
) . . P . 1 -1 3 3 3
Déterminer la matrice échelonnée réduite par ligne de 1 0 -1 0 1
1 2 2 5 8
exercice 4 (*)
3r + 2z
3 3t =0
Résoudre le systéme yrzt
T+y+z+t =
2 —y+2—t =0
exercice 5 (*)
-5 -1 =3
Déterminer la matrice échelonnée réduite par lignede | 4 5 8
-5 2 1

exercice 6
r+y+2z =95
Résoudre le systéme linéaire { © —y —z =1

T+ z =3

exercice 7 (*)

3r —y+ 2z =a
Résoudre le systéeme { —x +2y —3z =1b
r+2y+ =z =c
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exercice 8 (*)

r+3y+2z =0
2 —y+32 =0
3r—bHy+4z =0
v+ 1Ty +4z =0

Résoudre le systéme

exercice 9 (*)

1 -1 -3
Déterminer I'inverse de |4 5 8
0 2 4
exercice 10
20 —y + 3z =1

—Adr+2y+z =3

Résoudre le systéeme
—2r+y+4z =4

10z — 5y — 62 = —10
exercice 11 (*)
1 -1 3 3 3
Déterminer la matrice échelonnée réduite de 1 g _21 ?) 213
1 1 -3 -1 1
exercice 12 (*)
rT+y+z =2
Résoudre le systéme § 2x —y+az =4 selon les valeurs du paramétre a
—x+2y+z =4a
exercice 13 (*)
3r —y — 2z =a
— 3y — =b
Résoudre le systéme Ty -z en fonction des paramétres a, b, c et d
—2rx—-2y+3z =c
T —3y+z =d
exercice 14 (*)
T+y+z+t =0
20—y — 3t =
Résoudre le systéme Toy- st
rT—2y+2z—1 =
204+ 2y — 2245t =-1
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exercice 15 (*)

ar —by+t =a
br + ay + 2
y+az— bt
T+bz+at =0b

Résoudre le systéme selon les paramétres (a,b) € R?

exercice 16 (*)

—4z — 8t =0
—2z — 4t =0

exercice 17 (*)

Résoudre le systéme { x5 + x5 = ay suivant les paramétres (ay,as,a3) € K3

exercice 18 (*)

. X 2 . X
Résoudre le systéme suivant les paramétres (ay,as,a3,a4) € K

r—y+z+7 =0
_ _ t =
Résoudre le systéme J =3y — Tz + 0

exercice 19

1 2 1 1
2 3 2 3
-1 _
Calculer A= lorsque A = 10 1 -1
-2 -1 4 0
exercice 20

12 3

Calculer A= pour A= 3 1 2

2 31
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Solutions

 résolution 1| — On écrit la matrice augmentée du systéme

-1 2 3|2
4 5 610
7 8 910

— On effectue les transvections Lo «— Lo + 4L et Ly «— L3+ 7L4, et on obtient

-1 2 3|2
0 13 18| 8
0 22 30|14

1
— On effectue la dilatation Lo +— 1—3L2 puis la transvection Lz +— L3 — 221,

1 2 3|2 -1 2 3 2
18 | 8

01 18] 8 0o 1 ==
13 | 13 13113

0 22 30|14 0 0 —|—=
13 113

—13 18
— On effectue la dilatation L3 +— TLg puis la transvection Lo «— Lo — 1—3L3

—12138§ ~1 2 3] 2
01 513 0 10| 2

3 1 0 0]-1
0] 2 01 0] 2
1 00 1]-1

— Il y a comme unique solution (—1,2, — 1)

PT*
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résolution 2|

Les transvections Lo <— Lo — Ly,

— On procéde a ’échange Ly +— L3

— Le rang est donc de 3

1
1
1
1

— On effectue la méthode du pivot pour compter le nombre de pivots

-1 3 3

2 2 5
0 -1 0
1

3
8
1
-3 -1 1

Ly <+— L3 — Ly et Ly +<— Ly— Ly donnent

SO O S O O

S O O

2
Et enfin L4 — L4 — ﬁL3 aboutit &

0
0
0

-1 3 3 3
3 -1 2 5
1 -4 -3 =2
2 -6 —4 -2

-1 3 3 3
1 -4 -3 =2
3 -1 2 5
2 -6 —4 -2

Puis on effectue les transvections L3 «— L3 — 3Ly et Ly <— Ly — 2L4

-1 3 3 3
1 —4 -3 -2
0 11 11 11
0o 2 2 2
-1 3 3 3
—4 -3 -2
0 11 11
0 0 0 0
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’résolution 3‘ — On commence a retirer a chaque ligne la premiére
1 1 -3 -1 1
0 -2 6 4 2
0o -1 2 1 0
0o 1 5 6 7

-1
— On effectue la dilatation Ly +— 7[/2 puis les transvections L3y «— L3+ Lo et Ly <— Ly — Lo

1 1 -3 -1 1 11 -3 -1 1 11 -3 -1 1
0 1 -3 -2 -1 01 -3 -2 -1 01 -3 -2 -1
0o -1 2 1 O 00 -1 -1 -1 00 -1 -1 -1
o 1 5 6 7 01 5 6 7 00 8 &8 8

On effectue la dilatation L3 «— — L3 puis la transvection L, «— L4 — 813

11 -3 -1 1 11 -3 -1 1
01 -3 -2 -1 01 -3 -2 -1
00 1 1 1 0 0 1 1 1
00 8 8 8 00 0 0 0
— On effectue la transvection Lo <— Lo + 3L3

11 -3 -1 1

01 O 1 2

00 1 1 1

00 0 0 0

Et on termine par la transformation L; <— Ly — Ly + 313

1001 2
0101 2
00111
00 00O
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 résolution 4| — On écrit la matrice du systéme et on échange de suite L; «— Lg

0 1 1
3 3 3
1 0 0

On effectue les transvections Ls «— Lz — 3Ly et Ly +— Ly — 2L,

11 1 1
0o 3 1 3
0 -3 -1 -3
0 -3 -1 -3

— On effectue les transvections Lg <— L3+ Ly et Ly +— Ly + Lo

1111
0 3 1 3
00 0O
00 0O
. ) 1
— La dilatation Ly +— ng donne
11 1 1
1
01 = 1
3
00 0O
00 0O
— Enfin la transvection L; «— L; — L5 aboutit a
2
10 % 0
01 =1
3
00 0O
00 0O

— Il y a deux inconnues principales (x et y) et deux secondaires (z et t)

La solution générale est

—2 —1
r=—2z y=—z—t avec (z,t) € R?

3 3
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 résolution 5| — On effectue la dilatation L; <— ?Ll
1

, L3

5 5

4 5 8

-5 2 1

— puis les transvections Lo <— Ly — 4L et Ly <— L3

+
ot
&

o o
cow| Mo =
ot Bl e

5
— On effectue la dilatation Ly <— ﬁLg

W = Ol =
OO | ot W

S~ Ot~
OW| ot w

— puis la transvection Ls <— L3 — 3Lo

1
— enfin on termine par la transvection Ly +— L; — = Lo

5
10
01
0 0

OW| W[ —
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’résolution 7‘ — On peut utiliser un pivot de Gauss sur la matrice augmentée du systeme
3 =1 2 ]a
-1 2 =3|b
1 2 1

On échange la premiére et derniére ligne

1 2 1 |c
-1 2 =-31|b
3 -1 2 |a

Puis on effectue les transvections Ly <— Lo+ Ly et Ly «— L3 — 3L,

1 2 1 c
0 4 -2 c+b
0 -7 —-1]la—-3c

1
La dilatation Ly <— ZLQ puis la transvection Lg <— L3 + 7Ly donnent

1 2 1 &

()1_—1 c+b

2
00 -9 4a+%b—5c
2 4

-9 1
La dilatation Lg +— ?Lg puis la transvection Ly <+— Lo + §L3 donnent

1 2 1 c
-2
010 a%igb—l—?c
00 1 —4a — b+ 5c¢
18

Enfin la transformation L; <+ L — 2Ly — L3 aboutit a

h—

10 0 8a+15 c

010 —2&—1—%—1—70
18

00 1 —4a —7b+ 5¢
18

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus
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résolution 8] — On écrit la matrice associée au systéme, et on utilise la méthode du pivot
1 3 2
2 -1 3
3 =5 4
1 17 4

— Les opérations Lo <— Lo — 2Ly, L3<— L3 — 3L, et Ly +— Ly— Ly donnent

1 3 2
0 -7 -1
0 —-14 -2
0 14 2

— Puis les opérations L3 <— L3 — 2Ly et Ly <— L4+ 2L donnent

1 3 2
0o -7 —1
0O 0 0
0O 0 0
— En revenant au systéme cela donne
r+3y+2z =0 r =-—3y—2z r =11y
—Ty —z =0 z =-Ty z =Ty
11y 11
L’ensemble des solutions est y |lyeRp=vect(| 1 |)
—Ty -7

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus
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 résolution 9| — On considere la matrice
1 -1 -3 100
4 5 8 010
0 2 4 001
1
— On effectue la transvection Lo «— Lo — 4L; puis la dilatation Lo «— §L2
1 -1 -3 1 00 R SN
0 9 20 —4 10 013?50
. . . . -9
— On effectue la transvection L3 «— L3 — 2L5 puis la dilatation Lg «— TLg
1 -1 -3 1 0 0 1 -1 -3 1 0 0
20 —4 1 20 —4 1
0 1 9 9 9 0 0 1 9 9 9 0
00_42_21 0012?_9
9 9 9 2 4
. 20
— On effectue la transvection Ly <— Lo — 5[13
1 -1 -3 1 0 O
o 1 0 4 -1 5
1 -9
0 0 1 -2 - —
2 4
— On effectue la transformation Ly <— L + Lo + 3L3 et on aboutit a
1 -7
100 -1 = —
2 4
010 4 -1 5
1 -9
001 -2 - —
2 4
1 -7
1 -1 -3 -5 7
— On en déduit que |4 5 8 | est inversible et que son inverseest | 4 —1 5
0 2 4 o 1 9
2 4
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’résolution 11 — Les transvections Ly «— Loy — Ly, L3 <+— L3 — Ly et Ly <— L, — L, donnent
1 -1 3 3 3
0 3 -1 2 5
0O 1 —4 -3 =2
0 2 -6 —4 -2

— On procéde a ’échange Ly +— L3

1 -1 3 3 3
0 1 -4 -3 =2
0o 3 -1 2 5
0 2 —6 —4 -2

1 -1 3 3 3
0 1 -4 -3 -2
0 0 11 11 11
o 0 2 2 2

1 -1 3 3 3
0 1 -4 -3 -2
o 0 1 1 1
o 0 0 0 O

— La transvection Ly «— L + Ly donne

o O O =
o O = O
—_
—_
—_

— Et enfin on aboutit & la m.e.r.p.l en effectuant Ly «— L1 + Ly et Ly «— Lo+ 413

1 001 2
0101 2
00111
00 00O
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résolution 12| — On écrit la matrice augmentée du systéme
1 1 1|2
2 -1 a4
-1 2 1|4a

— Les transvections Ly <— Ly — 2L, et L3 <— L3 + L; donne

1 1 1 2
0 -3 —2+a 0
0 3 2 2+4a

— Puis la transvection L3 <— L3 + L, donne

1 1 1 2
0 -3 —2+a 0
0 0 a 2+ 4a

La derniére ligne donne la condition de compatibilité du systéme: |a =2+ 4a cad a =0

Dans la suite on suppose a # 0

1
— On effectue la dilatation Ly «— —Lg puis la transvection Ly <— Lo + (2 — a) L3
a

1 1 1 2
1 1 1 2
0 -3 —2+a| 0 0 —3 o|E-a)2+4)
0 0 1 2+4a 2+a4a
a 0 0 1
a
. . -1
— La dilatation Ly +— ?LQ donne
1 11 2
—2)(24+4
2 3%
0 01
a

La transformation L; +— L; — Ly — L3 aboutit a

1+ 2a2
100 —o-t2@
_ 9)(3% 4a)
01 0|l
2 %
00 1
a

— Conclusion: Le systéme est compatible ssi a # 0 et dans ce cas il y a une unique solution

x:_21—|—2a2 y— (a—2)(2+ 4a) L 2+4a
3a 3a a
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’résolution 13‘ — On écrit la matrice augmentée du systéme, et on échange L; «+— L4
3 -1 —2]a 1 -3 1 |d
-1 3 —-11]b -1 3 —-1|b
-2 -2 3 |c -2 -2 3 |c
1 =3 1 |d 3 -1 —2]a

— On effectue les transvections Ly «— Lo+ Ly, L3 <— L3+ 2Ly et Ly +— Ly— 314

1 -3 1 d

0 0 0| b+d
0 -8 5 |c+2d
0 8 —=5|a—3d

— On effectue la transvection Ls «— L3 + L4 puis ’échange Ly +— L, cela donne

1 -3 1 d 1 -3 1 d

0O 0 0 b+d 0 8 —5| a—3d
0 0 O |a+c—d 0 0 O |at+tc—d
0 8 —=5| a—3d 0O 0 0 b+d

Cela nous donne comme condition de compatibilité: |a+c—d=0etb+d =0

Dans la suite on suppose ces conditions vérifiées

1
— On effectue la dilatation Ly +— gLQ puis la transvection L «— Ly + 3Ls

1 -3 1 d 10 %; 3aé_d
8 8

0 0 0 |lat+c—d 00 0 |late—d

00 0] b+d 00 0] b+d

Il y a deux inconnues principales (x et y) et une secondaire z.
— Conclusion:
i) sia+c—d#0oub+d+#0 alors le systéme est incompatible
ii) sia+c—d=0et b+d =0 alors le systéme posséde une infinité de solutions
a—3d

_da—d, T = - e K
= 3 82 Yy 3 82’ avec 2

X
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[résolution 14| — On écrit la matrice augmentée du systéme
11 1 1]0
2 -1 -1 3|0
1 -2 2 —-1]1

2 2 =2 5 |-1

— On commence par effectuer les transvections Ly «— Lo —2L,, L3<— L3—Liet Ly +— L;—21,

11 1 1|0
0 -3 =3 110
0 -3 1 =-2]1
0 0 -4 3 |-1

-1
— On effectue la transvection Ls <— L3 — Lo puis la dilatation Ly «— — Lo

3
11 1 1]o0 R
0 -3 -3 1 0 0 1 5
00 -4 3]-1 00 —4 3 |-1

1
— La transvection L4 <— L4+ L3 puis la dilatation L3 +— ZLg donne

_1 -

3 =311
00 4 3|1 0 = |7
000 010 0 0|0

— La transvection Lo <— Ly — L3 puis la transformation L, «— L — Ly — L3 aboutit a

4

111 110 1oo§0
5 | —1

01 0 —|— 010___1
=1 A

001 —| = 0 -1
1| |1

00 00 000 0] 0

Il y a 3 inconnues principales (z,y et z) et une secondaire (t), ce qui donne comme solution

415 5
T=—= = -0
3 Y

! —St—i-l teK
T 1 g=t+ 7 avec
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[résolution 15 .

— On écrit la matrice augmentée du systéme et on permute de suite Ly <— Ly et Ly <— L3

a —b 0 1 |a 1 0 b a |b
b a 1 0 1|b 0 1 a —-bla
0 1 a —-bla b a 1 0 1|b
1 0 b a |b a —b 0 1 la
— On effectue les transvections Lg <— L3 — bLy et Ly +— Ly — aly
1 0 b a b
0 1 a —-b a
0 a 1-0> —ab |b(1-0)
0 —b —ab 1—a*|a(l-0)
— Puis les transvections L3 «— L3 —alqy et Ly <— Ly+ blo
10 b a b
0 1 a —b a
0 0 1—a%—0 0 b—b%—a?
0 0 0 1—a?—b? a

et & ce moment on entame une discussion:

L.sia> +b*=1et (a#0oub—>b*—a®+#0) alors le systéme est incompatible

2.sia®>+b*=1et (a=0et b—0>b*—a?=0) alors la matrice devient
1 00 b
01 a —b a
0 00 0
0 00 0

Il y a donc 2 inconnues principales (x et y) et 2 secondaires (z et t). La solution s’écrit
xr=0b—Dby —at y=a—az+bt avec (z,t) € R?
3. sia?+b%#1:

1 1
— on effectue les dilatations Ls +— 1——1)2L3 et Ly <— ml}4
1 0 b a b
01 a —b a
b—b>—a?
1
00 0 1 aé 0
1 |
000 e
— puis on effectue la transformation Lo «— Ly — alLs + bL,
1 0 b a b
a
01 0| ——
o
—b"—a
0010 ———
1— aé — b2
B
0 00 e
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— enfin on termine par la transformation L; <— Ly — bLs — al4

On trouve donc qu’il y a une unique solution

b—b* —a?

1 000 W

01 00 m

0010 W

0001 T e
b—b>—a? a b—b>—a? a

—a?2—=0b2"1—a?2—-02"1—a2—-02"1—a? —b?

) = (|

)
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résolution 16 — La matrice du systéme est
3 -1 1 7
9 -3 -7 1
0 0 —4 -8
0 0 -2 —4

1
— Les transvections Lo «— Lo — 3L et Ly +— L4+ §L3 donnent

3 -1 1 7
0 0 —-10 -20
0 0 -4 =8
0 0 0 0

-1
— La dilatation Ly +— 1—0L2 puis la transvection L3 «— L3 + 4L5 donne

—1

S O O W
o O O

OO = =
O O N

— Enfin la transvection L; <— L; — Ly aboutit a

—1

o OO W
o O O

S O = O
S O N Ot

qui correspond au systéme

3r—y+5t =0 y =3r+ 5t
<~
z+ 2t =0

— Le systeme a donc pour ensemble de solutions
S = {(2,3x + 5t, — 2t,t)|(z,t) € R*}
= {2(1,3,0,0) + £(0,5, — 2,1)|(x,t) € R?}

= vect((1,3,0,0),(0,5, — 2,1))
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résolution 17| — On écrit la matrice augmentée du systéme
1 10 ay
011 as
1 0 1]as

La transvection Ls < L3 — L, donne

1 10 ay
01 1 a9
0 0 2 as + as — aq

1
La transvection L3 <— L3 + Lo puis la dilatation L3 < §L3 donne

1 1 0| a (1) 1 (1’ a
0 1 1 (05} az
0 -1 1 a3 — ap 0 0 1 W
— La transvection Ly < Loy — L3 donne
1 10 ay
010 —a1+6;2_a3
00 1 as + az — ay
2
— Enfin la transvection L, < L; — L aboutit &
100 —al_a;““”
01 0 W
00 1 a3 +ax —ay
2
— On trouve que le systéme posséde une unique solution
a; — ae +as a; +as —asz as + as — a
($1,$2,$3) = 9 ) 9 ) 9
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[résolution 18] — On écrit la matrice augmentée du systéme

451
a2
as
Gy

_— o O =
OO = =
O = = O
== O O

Les transvections successives Ly < Ly — Ly, L4y < Ly+ Ly et Ly < Ly — L3 donnent

1 1 00| o 1100 a 1 0 0 a
0 1 10| a 0110 as 0 1 0 as
0 0 11 as 0 011 as 0 0 1 as
0 -1 0 ljlag—a 001 1jag—a1+a 0 0 0 Olag—a;+as—as

— Conclusion partielle:
i) Le systéme est de rang 3: il y a 3 inconnues principales (21, z3 et x3) et une secondaire z4.
ii) Le systéme est compatible ssi a4 — a1 + az —az =0

— La transvection Ly < Lo — L3 donne

1 10 0 ay
010 -1 as — as
001 1 as

0 00 O |as—a;+ay—as

Puis la transvection L; < L; — Ly aboutit &

1 00 1 a; — ag + as
01 0 -1 as — as
001 1 as

0 00 0 as — ay; + as — as

— Conclusion:
le systéme est compatible ssi a1 — as + a3 — a4y = 0, et dans ce cas la solution est

(x1,29,23,x4) = (a1 — ag + a3 — x4,a2 — az + T4,a3 — x4,24) avec 4 € K

= (a1 — as + as,as — az,as,0) + v4(—1,1, — 1,1) avec z4 € K
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résolution 19
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 résolution 20| — On écrit la matrice augmentée du systéme AX =Y
1 2 3 U1
2 31 Ys

— On effectue: Ly < Ly — 3Ly, L3+ L3 —2L; et cela donne:
1 2 3 U1
=0 =5 =7 y2— 3y
0 =1 =5 ys—2u
— puis Ly <> L3, Lo < —Lo,L3 < L3+5Ly, Ly < Ly —2L5 et cela donne
1 0 =7 =3y +2y3
0 1 5 2y1 — Y3
0 0 18 Ty1 —bdys+ e

1
— Enfin Ly < — L3, Lo< Ly—5L3, L+ L+ T7L3 et cela donne

18
1
100 1—(—5y1 + Tys + y3)
010 E(yl — 5y2 + Tys3)
1
001 1—8(7y1 + y2 — 5ys)
1 5 7 1
— Conclusion: A est inversible et | A™1 = — -5 7
Bl7 1 5

remarque: ici il y avait plus simple. .. en remarquant que A = Is +2J 4+ 3J2% et que J? = I
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