Primitives et intégrales (1A)

exercice 1 (**)

‘ Calculer une primitive de f : t — t*.sin(2t) sur R

exercice 2 (*¥)

‘ Calculer une primitive de f : t — cos*(t) sur R

exercice 3 (*)
1
(t—1)(t—2)(t—3)

Donner une primitive de t

exercice 4 (**)

Calculer une primitive de f : t — cos?(t) sur R

exercice 5 (*)

t+2\°
Calculer I = fol (tj:—l) en posant u =1t + 1

exercice 6 (*)

x4 cos (1 + tan? x)

Calculer I = 0

y dx en posant u = tanx
SIN X + CoS T

exercice 7 (**)

™ .
Calculer I = fo sin® z. cos? zdx en posant u = cos x

exercice 8 (*)

cos?!

dx en posant u = sinx

C’a]cu]er I = foﬂ— m

exercice 9 (*)

6t

p—— 1dt en posant u = €'

Calculer I = fol

exercice 10 (*%*)
sin?

Calculer I = fﬁ _—
/2 v1—cosx

dx en posant u = cosx

exercice 11 (*%*)

- 1/2 dt
Calculer I = [}, VT — 2. arccos(t)

exercice 12 (*%*)
‘ x?

Calculer I = Cl —

¢ f 1+ a2

arctan x dx

en précisant I'intervalle de validité
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exercice 13 (*)

Déterminer une primitive de f : x — en précisant l'intervalle de validité

x
V3 + a2

exercice 14 (*%)

Déterminer une primitive de f : z + In(1 + x?) en précisant I'intervalle de validité

exercice 15 (*%*)

Calculer I = f01/2 arcsin t dt

exercice 16 (*)
1

VY

Déterminer une primitive de [ : x (en posant t = \/x) en précisant l'intervalle de

validité

exercice 17 (*)

‘ Déterminer une primitive de f : x — e*.cosx en précisant l'intervalle de validité

exercice 18 (*)

T
Déterminer une primitive de f : x — T sur Iintervalle | — 1,4+ 1]

T2 —

exercice 19 (*%*)

8 3

Déterminer une primitive de f : x + cos®z.sin’ x en précisant l'intervalle de validité (on pourra

poser t = cosx)

exercice 20 (*)
1

V1 —1n?x

Déterminer une primitive de f : x en précisant I'intervalle de validité (on pourra

posert =Inzx)

exercice 21 (*%*)

Déterminer une primitive de f : x —=——= Cn précisant l'intervalle de validité (on pourra poser

dor — x
r=2t+2)

exercice 22 (*)

x
Déterminer une primitive de f : x — T en précisant I'intervalle de validité
x

exercice 23 (**)

x
Déterminer une primitive de [ : x© > sur intervalle | — w,+ «[ ( on pourra poser t = tan 5)

1+sinx
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exercice 24 (**)

Déterminer une primitive de f : x

t=¢€")

P p— en précisant l'intervalle de validité (on pourra poser
e e

exercice 25 (**%*)

Déterminer une primitive de f : x — e *In(1 + €*) en précisant I'intervalle de validité (on pourra
poser t = e*)

exercice 26 (*)

2Inz

Déterminer une primitive de f : x W en précisant l'intervalle de validité (on pourra
x nx

poser t = In(z) puis u = t?)

exercice 27

arctan(x

Déterminer une primitive de f : = — (1+—()2) en précisant 'intervalle de validité .(On pourra

x

réaliser une ipp puis une décomposition en éléments simples)

exercice 28
In(z + 1)
(x + 3)3

Calculer la primitive suivante [ dx sur intervalle | — 1, + oo

exercice 29

‘ Déterminer une primitive de f : x + sin(lnx) en précisant I'intervalle de validité

exercice 30

‘ Calculer les primitive de f : t — e~'.t. cos(2t)dt
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Solutions

‘résolution 1‘ e La fonction f est continue sur R donc elle posséde une primitive sur cet intervalle,
notons la I

e On va procéder & une double ipp.

On commence par poser u(t) = t* et v'(t) = sin(2t)
- cos(2t))
2
2t
F(t) = /tz.sin(Qt)dt = —t?%() +/t. cos(2t)dt

e Puis on refait une ipp en posant u(t) =t et v'(t) = cos(2t).
Sin(2t))
5 )

(on aura donc u/(t) = 2t et on choisira v(t) =

(On aura donc v'(t) = 1 et on choisira v(t) =

Ce qui donne:

__p cos(2t) N t.sin(2t) B / sin(2t) g — 2 cos(2t) N t‘sin(Zt) N cos(2t) + oste

k() = 2 2

e On trouve donc que les primitives de f sur R sont les fonctions F' définies par

2t in(2¢ 2t
_tQCOS( >+t-smi )+cos( )

F:t— + cste
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‘résolution 2‘ e La fonction f est continue sur R donc elle posséde une primitive sur cet intervalle.

e On commence par linéariser f(t).
Pour cela on utilise les nombre complexes et la formule du binéme de Newton.

4 et e ! L g 3it it 2t —2it it 3t 4it
cos“t = — = ?(el +4.e e 6. e f 4.t e T l)

ce que 'on réordonne:

1 , . ) . 1
cos't = 16 ("' + e +4(e* + ) 4+ 6] = T (2 cos(4t) + 4 cos(2t) + 6)

1 1 3
On trouve donc que |Vt € R, f(t) = 3 cos(4t) + 5 cos(2t) + 3

e On trouve donc que les primitives de f sur R sont les fonctions F' définies par

1 1 3
F:tw 3 sin(4t) + 1 sin(2t) + gt + Cste
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[résolution 3] e La fonction f est continue sur tout intervalle / ne contenant ni 1, ni 2 , ni 3.

Et donc la fonction f posséde une primitive sur ce type d’intervalle

e Une décomposition en éléments simples donne

1 1 1 1

11
X-D(X-2)(X-3) 2X-1 X-2 2X-3

e Notons F' une primitive de f sur [.
On a donc pour tout x € 1

e On a ainsi prouvé que les primitives de f sur 'intervalle I sont les fonctions F' définies par

1 1
F:tr—>51n|t—1|—ln|t—2|+§ln|t—3|+08te

e remarque: les intervalles mazimauz I sont | — o0o,1[ et |1,2 et ]2,3] et |3, + oo
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‘résolution 4‘ e La fonction f est continue sur R donc elle posséde une primitive sur cet intervalle.

e On pourrait bien stir procéder comme pour le calcul précédent et effectuer une linéarisation. . .

e Mais ici, comme 'exposant est impair, on peut procéder différemment!

F(t) = /COSg(t)dt = /cos(t).cosQ(t)dt = /cos(t).(l — sin®(t))dt
On effectue le changement de variable u = sin(¢) et donc du = cos(t).dt.

Ce qui donne

u? sin®(t)
+ cste

F(t) = [(1 = u*)du = u — — + cste = sin(t) — —

e On trouve donc que les primitives de f sur R sont les fonctions F' définies par

sin®(¢)

+ cste
3

F :tw—sin(t) —
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t+2

3
—— ] est continue sur le seg-
t+1

|résolution 5| e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ — (

ment [0,1]

e En effectuant le changement de variable u = ¢t + 1 (et donc du = dt),
on obtient

:/ZMCZU

w3
2

:/ 1+§+i+— du
. u w2 3

112

— ] _2_ =
[u—i—i’) n |ul 2u2]1

:§+3ln2
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cos z(1 4 tan? z)

- est continue sur
SiInx + CoSx

\résolution 6‘ e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ —

le segment [0,7/4],
(car c’est le quotient de fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant pas)

e En effectuant le changement de variable u = tanz (et donc du = (1 + tan® x)dz),

on obtient P ) )
R4t d d
]:/ (1 + tan a?)x:/ u :[ln|1+u|](1):1n2
0 1+ tanz o 1+u
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10

5 2

[résolution 7| e L’intégrale I est bien définie car la fonction z + sin’ z.cos” x est continue sur le

segment [0,7]

e On commence par remarquer que
Vx € [0,7], sin® z. cos® = sinz. sin* 2. cos? x = sinz.(1 — cos® 2)%. cos® x
e En effectuant le changement de variable u = cosx (et donc du = — sin zdx) on obtient
T -1
I= / sinz.(1 — cos® )% cos® xdx = —/ (1 —u?)*u’du
0 1
En développant

1 3 5 77+
16

ot s [
/_1(u R I o BT/
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cos?'

\résolution 8‘ e L’intégrale I est bien définie car la fonction = — —3
l+sin"z

est continue sur le

segment [0,

e On commence par remarquer que

21

cos“" x cos x.cos? x cosx.(1 — sin?x)!
V€ [0,7], = = ( )

1+sin3x 1 +sin'3x 1+ sin'3 2

0 0

e En effectuant le changement de variable u = sinx (et donc du = cos z dx),

on obtient

[:/” cosx(l—sian)mdx:/o (1 —u?)'0 0
0 0

1+sin3x 1+ utd

remarque: dans une intégrale non généralisée (ie intégrale de premiére année) le changement de
variable n’est pas nécessairement bijectif!
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[résolution 9] e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ — est continue sur le segment

[0,1]

e t+1

[ ]
En effectuant le changement de variable u = €' (et donc du = e'dt),

€ d ¢ ud € 1-1 € 1
[z/lu :/uu:/Ldu:/ (1— )du
1 41 1u+1 1 u—+1 1 u—+1

u

on obtient

ainsi

I=u—Inju+1|]f=e—1+1In(2) —In(l+e)
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L2
sin”
[résolution 10| e L’intégrale I est bien définie car la fonction x — ———= est continue sur le

v1—cosx

segment [m/2,7]

—du

S

e En effectuant le changement de variable u = cosx (et donc dx =

on obtient

™ 1—cos’w Tl - —du 0 2 0 2
I= [ ——dx= . = [ Vitudu= —1+u3/2] ==
/ﬂ/g V1 —cosz v 0 V1I—uV1—u? /_1 {3( ) ., 3
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1
|résolution 11| e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ +— est continue

V1 —t2. arccos(t)

sur le segment [—1/2,1/2]

!/

L U
e On reconnait directement une forme —— on a donc
U

2
+1/2——lnz—|—ln—7T =1n2

I = [—Inarccost]” ), = 3 3
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x2

arctan x est continue sur

[résolution 12| e L’intégrale I est bien définie car la fonction = +— 1

+ 22
le segment [0,1]

e On commence par 'astuce classique

1.2 1 1 1
1-1 1 t
I= / Tl arctan x dx = / 11— arctan r = / arctan(z) dx — / AT i
o 142z 0 1+ 2?2 0 o 1+a?

e La premiére intégrale(classique) se calcule par parties

1 ' 7 In2
dr = {xarctanx — §ln(1 + x2)>0 =15

x
1+ 22

1 1
/ arctan(z) do = [r. arctan x]; — /
0 0

La seconde intégrale se calcule directement

1 1 2
t 1
o 1422 2

Au final
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[résolution 13| e La fonction f est continue sur I'intervalle I = R donc

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.

):fﬁda:

e On effectue le changement de variable u = 3 + 22 (et donc du = 2xdz). Cela donne

On a donc pour tout = € I, F(x

du (u)_1/2 1/2 2
F(z) = 2\/52 5 du =u"'*+ Cste = V3 + 22 + Cste

e On trouve donc que les prmitives de f sur R sont les fonctions F' définies par

F:z— 3+ a2+ Cste
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|résolution 14| e La fonction f est continue sur 'intervalle / = R donc

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.
On a donc pour tout z € I, F(z) = [In(1 + 2?)dx

e Nous allons effectuer une intégration par parties en posant

2
u(z) =2 et wv(x)=In(1+2*) ; onaalorsu/(z)=1 et (z)= 7 _1_3;2
D’Ou 2 2 2 1 1
F(x) = z.In(1 + 2?) —/1fx2dx=$.1n(1+fl?2) _2/:6 1—:_3; dz

c’est a dire

F(:z:):x.ln(1+:z:2)—2/(1— 1 !

+ 22

Ydr = x.In(1 + 2?) — 2z + 2arctan x + C'ste

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

F:xz— z.In(1+ 2?) — 2x + 2arctanz + C'ste
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[résolution 15| e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ — arcsint (cad la fonction arcsin)

est continue sur le segment [0,1/2]

e Nous allons réaliser une intégration par parties en posant

u(t)=t et w(t)=arcsin(t) ; onaalorsu/(t)=1 et '(t)=
V1—1t?

D’ou

1/2
arcsin t dt = [t. arcsin t / dt
| | Vs

1
-1y [ 1—t2
26
T
V3
12 2
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[résolution 16| e La fonction f est définie et continue sur I =0, 4 oo donc

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.
1
On a donc pour tout z € I, F(z) = | ————dx
@ =] VT + Va3
e On effectue le changement de variable ¢t = \/z (on a donc dt =

dz
2Vx

) et 'on obtient

d 2dt
F(z) = / \/E(lx—k ) = / P = 2arctant + C'ste = 2arctan /= + Cste

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

F :z — 2arctan /x + Cste
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|résolution 17| e La fonction f est définie et continue sur / = R donc

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.
On a donc pour tout € I, F(z) = [ e*.cosx.dz

Nous allons utiliser la fait que cosz = R(e'™)

F(z) :/e‘c.cosx.d;ﬂ

- R ( B(H_Z)de)
e(lJri)x
=R < , ) + C'ste
1+
=R (1 ; Ze(lﬂ)z) + Cste
=R (1 ; Ze”"eix) + C'ste
1—1 ..
=R ( 5 e*(cos(x) + zsm(x))) + C'ste
= %(COS([L’) +sin(x)) + Cste

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

xT

F:z— %(cos(x) + sin(x)) + C'ste

e il était également possible de réaliser une double intégration par parties

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus
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[résolution 18] e La fonction f est définie et continue sur I =] — 1, + 1[ donc

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.

On a donc pour tout z € I, F(z) = [ dx

2 —1

e On a tout simplement

1 2 1
F(a:):§/$2f1dx:§1n|x2—1|+08te:

In(1 — z?%)

+ C'ste

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

In(1 — 22
F:x»—>¥+€ste
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|résolution 19| e La fonction f est définie et continue sur / = R donc

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.
On a donc pour tout x € I

F(z) = /COS8 r.sin’® xdr = /cos8 r.sin’ z. sin z2dx = /0088 x(1 — cos® ). sin zdw
On effectue le changement de variable t = cosx et donc dt = — sin xdx.

Ce qui donne

11 9 11 9

t cos I cos’ x
o 8 2N/ _ 10 _ 48 - _ — _
F(z) —/t (1 — ) (—dt) /t thdt = - — 5 + Cste = — 5+ Cste

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

COS11 T COS9 T

F — t
T 11 5 + Cste
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[résolution 20| e La fonction f est définie et continue sur I = |e~! e[ donc

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.

dx
zv/1—1nx

d
On effectue le changement de variable ¢t = Inz. On a donc dt = 2 et cela donne
x

On a donc pour tout z € I, F(z) = [

dt . .
F(z) = / Ji—p = arcsin(t) + C'ste = arcsin(Inz) + C'ste

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

F : 2w arcsin(Inz) 4+ C'ste
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[résolution 21| e Comme

dr—2*>0<=2(4-2)>0=0<x<4

La fonction f est définie et continue sur I = ]0,4] donc
— elle posséde des primitives sur cet intervalle
— et les primitives sont égales a une constante preés

e Notons F' une primitive de f sur .
On a donc pour tout = € I, F(z

fm

Le changement de variable x = 2t 4+ 2 (et donc dz = 2dt) donne

= arccost + Cste = arccos (g — 1) + Cste

/ —2dt B / —dt
VA2t 4 2) — (2t 4 2)2 V1—¢?

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

F : x — arccos (g — 1> + C'ste
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|résolution 22|

e La fonction f est définie et continue sur l'intervalle I =] — 0o, — 1| ou l'intervalle
I =] —1,+ oof donc

— elle posséde des primitives sur chaque intervalle

— et les primitives y sont égales & une constante prés

e Notons F' une primitive de f sur [.

2d
On a donc pour tout z € I, F(z) = [ x+:cl
x

21 +1 1 2
/%d:p:/x—l%— de=2 _ 3
x

po] 5 +1In|z + 1| 4+ Cste
e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

2
F:xH%—x+ln|x+1|—l—Cste
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[résolution 23] e La fonction f est définie et continue sur I =] —7, 47| comme quotient de fonctions,
le dénominateur ne s’annulant pas

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.

dx

On a donc pour tout = € I, F(z) = fT
sin x

x
e En posant t = tan(§) on a

1 2dt
— d’une part, dt = 3 (1 + tan%%)) dxr  c’est & dire do = e
2t
— et d’aut t, si =
et d’autre part, sin(x) P

e it ainsi

2dt
F(x):/ 5
(1+2)(1+ t)
1+ t2
_/ 2dt
) 142+
ZQ/L
(1+1¢)?
2 Lot
_1—}-t Ste
:_—x—FCSte
1—|—tan(§)

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

F:oxw— ———— +Cste

1 +tan(§)
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|résolution 24| e La fonction f est définie et continue sur / = R donc

— elle posséde des primitives sur cet intervalle

— et les primitives sont égales a une constante pres

e Notons F' une primitive de f sur [.

dx

On a donc pour tout = € I, F(x) = f+—4
er e’

e Le changement de variable t = e* (et donc dt = e*dx) donne

[t
F<x)_/t+4/t
B dt
_/t2+4
1 dt
- 1/ (t/2)2 + 1

t
e Le changement de variable u = 5 (et donc dt = 2du) donne

1 dt
F<x)_1/(t/2)2+1

1 du

:é/uz#—l

1
=3 arctan(u) + Cste

1 t
=3 arctan(é) + C'ste

1
=3 arctan(%) + Cste

e On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

1 x
F:zw 3 arctan(%) + Ciste
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[résolution 25| e La fonction f est définie et continue sur I = R,

elle posséde donc des primitives sur cet intervalle
Notons F' une primitive de f sur I.
On a donc pour tout = € I, F(z) = [ e *In(1 4 ¢”)dx

Le changement de variable t = e* (et donc dt = e*dx) donne

In(1+1¢)
) = [ 00,
Nous allons réaliser une intégration par parties en posant

-1 1
u(t) =In(l+8) et ot)=— sonaalos /()= = etv(t) =

/Mdt:_ln(1+t)+/ dt

£ t tt+1)
On réalise une décomposition en éléments simples

1 1 1

XX+1) X X+1

dt 11
=[] -———dt=Int| —In|t+1 t
/t(t+1) /t t+1 nff] = nft +1[+ Cste

On a ainsi

Au final cela donne

In(1+¢
F(:B):—¥+ln|t|—ln|t+1|+03t6
In(1 4 €”
:—Mqu—ln(equl)—l—Cste
ex

=z — (14+e %) In(1 +e%) + Cste

On trouve ainsi que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

F:x—xz—(14+e")In(l+e*)+ Cste
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[résolution 26| e La fonction f est définie et continue sur I =]0, 4 oo,
elle posséde donc des primitives sur cet intervalle

Notons F' une primitive de f sur I.

2lnx
On a donc pour tout v € I, F(x) = | —————5—
P () fx(1+ln4x)
e Le changement de variable ¢t = Inx (et donc dt = 2T Jonne

T
2tdt
o= [

Le changement de variable u = t? (et donc du = 2tdt) donne

Fle) = / 1 jl—uu2

= arctan(u) + C'ste
= arctan(t?) + Cste
= arctan((In(z))?) + C'ste

On trouve ainsi que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

F : x + arctan(In®(z)) + C'ste
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résolution 27
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résolution 28
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 résolution 30
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