matrices

exercice 1 (*)

Soit £ = R%.

On considére la base B = (€1,€2) ou &, = (1,1) et €& = (1,0)

ainsi que la famille de vecteurs F = (f1, fa, f3) = ((1,5), (2, — 1), (0,1)}.
Ecrire la matrice de la famille de vecteurs F dans la base B

exercice 2 (*)

Soit £ = R?.

On considére la base B = (€1,63) ou ) = (1,1) et é; = (1,0)
ainsi que I'endomorphisme | f: E — FE

(a,b) — (a+b,a)
Ecrire la matrice de f relativement a la base B

exercice 3 (**)
On considére E = Ry[X] muni de la base B = (1,X — 2,(X — 2)?),
ainsi que 'endomorphisme | f : E — FE

P — P(2).X

Ecrire la matrice de f relativement a la base B

exercice 4 (**)

On considére E = R3[X] muni de sa base canonique B = (1,X,X? X?3),
ainsi que I'endomorphisme | f : E — F
P=P(X) — P(X+1)

Déterminer la matrice de f relativement a la base B

exercice 5 (***)

On considére E = vect(cos,sin) C C*(R,R) muni de la base B = (cos, sin),
ainsi que I'endomorphisme |(u: E — FE défini par Vz € R, u(f)(z) = f(x + 7/3)
f o= ulf)

Ecrire la matrice de u relativement a la base B

exercice 6 (***)
On note E' le sous-espace vectoriel des suites réelles de base B = (z,y)
ouz = (x,) = (2") et y = (y,) = (n.2")
On consideére les suites a = (a,) = (3.2"Y) | b= (b,) = (n2") , c=(cy) = ((5n —3).2")
Ecrire la matrice de la famille de vecteurs (a,b,c) dans la base B

exercice 7 (*)

On considére B = (1,X,X?) la base canonique de Ry[X]
Ecrire la matrice de la famille de vecteurs (Py,Py,P3) = (X? —2X +5,3X +8,2X? — X)) dans la base
B

exercice 8 (*)
On considére B = (X?,X,1) une base de Ry[X]
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Ecrire la matrice de la famille de vecteurs (Py,Py,P3) = (X? —2X +5,3X +8,2X? — X)) dans la base
B

exercice 9 (**)
On considére B = (E11, B2, Fa, Fas) la base canonique de Ms(C).

Ecrire la matrice de la famille de vecteurs (M, My) = (:13 i) , <E7) g)) dans la base B

exercice 10 (**)

On considére B = (E11, E12, Fa1, Eqs) la base canonique de My(C).
Ecrire la matrice de I'endomorphisme | f : My(C) — My(C) | relativement a la base B

(ca) = ()

exercice 11 (*)
Soit E = R2.
On considére la base B = (€1,62) ou &, = (1,1) et &, = (1,2)
ainsi que la base B’ = (£1,63) o €1 = (0,1) et &5 = (1,1).
Ecrire la matrice de passage de B a B’

exercice 12 (*)
Soit E = R

Ecrire la matrice de passage de B a B’

exercice 13 (*)
Soit E = Ry[X].
Ecrire la matrice de passage de la base (X2 X,1) a la base (X? +1,X + 1,1)

exercice 14 (*)

Soit E = R3. .

On note B = (i,j,k) la base canonique de R3.

On considére la base B’ = ((1,2,5),(1,3,4),(0,1,8))
Ecrire la matrice de passage de B a B’

exercice 15 (*%*)

Ecrire la matrice de| f : R* — R?

(a,b) — (a+b,a—b,2a)

dans les bases canoniques de R? et R3

exercice 16 (**)

Soit|f: R* — R? )
(zy) — @+yr+yrty)
Ecrire la matrice de f en ayant muni R? de sa base canonique et R* de la base ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))
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exercice 17 (*%*)

Soit|f: R* — Ry[X]
(a,b) — a.X?+ (a+b).X
Ecrire la matrice de f en ayant muni R? de sa base canonique et Ro[X] de Ia base (1,X,X?)
exercice 18 (24)
Mont I trices A= (0 1
ontrer que les matrices A = { .,
exercice 19 (24)
-1 -1 1 -1
Montrer que les matrices A= | -3 —5 7] etT=1| 0
-3 —4 6 0
exercice 20 (24)
-1 11 0 0
Montrer que les matrices A= | -1 1 1| etT=|1 0
0 01 0 0

) et T = ([2) ;) sont semblables

sont semblables.

0
0 | sont semblables.
1
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Solutions

’résolution 1‘ e On écrit les vecteurs f1, fo et f3 comme des combinaisons linéaires de €7 et €

e Ona
i) fi=(15)=5.(1,1) — 4.(1,0) = 5¢, — 4.8,

i) fo=(2,—1)=—1.(1,1) +3.(1,0) = —1.&, + 3.6

i) f3=(0,1)=1.(1,1) = 1.(1,0) = 1.¢, — 1.&,

e On a ainsi
5 —1 1
Mat[g(]:> = (_4 3 _1>
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résolution 2| e On calcule f(B)

e Ona
i) f(er) = f(1,1) =(2,1) = (1,1) + (1,0) = 1.€; + 1.,

i) f(&) = f(1,0) = (1,1) = 1.8, + 0.6

Matg(f) = G (1)>

e On a donc
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’résolution 3‘ e On calcule I'image de B par f

e Ona
) f(1)=1.X=21+1.(X —-2)+0.(X —2)?

i) f(X—2)=0
iti) f((X —2)2) =0

e On a ainsi

Matg(f) =

S = N
o O O
o O O
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’résolution 4‘ e On calcule I'image de la base B par f

e On a
i) f(1)=1=1140.X+0.X*+0.X3
i) f(X)=X+1=11+1.X+0X2+0.X3
i) f(X)=(X+12=11+2X+1.X2+0.X3
iv) f(X3)=(X+1P3=11+3X+3.X?+1.X3
e ct ainsi

Mat3<f) =

o O O
S O ==
O =N
_ W W
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 résolution 5| e On calcule I'image de B par u

e On a

. 1 V3
i) u(cos) = 5+ €08 ——-.sin

En effet:
Vo € R, u(cos)(x) = cos(x+m/3) = cos(x). cos(m/3) —sin(zx) sin(m/3) = % cos(z) — \? sin(z)
ii) u(sin) = 73.COS —i—%.sin
En effet:
V3 1

Vo € R, u(sin)(x) = sin(z+m/3) = sin(z). cos(n/3) +sin(xw/3). cos(z) = - cos(x) + 5 sin(x)

e On a ainsi

Matp(u) =

ol

(UN)]

DN — DN
g,
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 résolution 6| e On écrit les vecteurs a, b et ¢ comme des combinaisons linéaires de z et de y

e On a

i) a=6.x=6.2+0y
En effet:
Vn € N,a, = 3.2""1 =3.2.2" = 6.2" = 6.2,

i) b=y=0x+1ly
ili) ¢ = —-3.x+5.y

En effet:
Vn € N,¢, = (bn — 3).2" =5.n.2" —3.2" = 5.y, — 3.z,

e On a ainsi

Matg(a,b,c) = (g (1) _53>

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus PT*



| résolution 7 | e On écrit les vecteurs P, P» et P; comme des combinaisons linéaires des vecteurs de

la base B
e On a
i) Pp=51+(-2).X+1.X?

ii) Py=81+3.X+0.X?
i) Py =01+ (=1).X +2.X?

e On a ainsi

5 8 0
MatB(Pl,PQ,Pg) = -2 3 -1
1 0 2
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résolution 8] e On écrit les vecteurs P;, P, et P; comme des combinaisons linéaires des vecteurs de

la base B
e On a
i) p=1X2+4(-2).X +5.1

i) P, =0.X*+3X+8.1
i) P3=2X%+(-1).X +0.1

e On a ainsi

1 0 2
MatB(Pl,PQ,Pg) = -2 3 -1
5o 8 0
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| résolution 9| e On écrit les vecteurs M; et My comme des combinaisons linéaires des vecteurs de

la base B.

e On a

=
|
N
[GURE
= DN
~_
I
—_
N\
O =
o O
~_
+
(N}
RN
o O
O =
~__
+
w
7N
=)
o O
~__
+
W
N
o O
)

> == 1.E11+2.E12+3.E21 +4.E22

. 5 6 10 01 0 0 0 0

e On a ainsi

—_

MatB(Ml,Mg) =

=~ W N
o O Ot
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’résolution 10‘ e On calcule I'image de B par f

) 1 =1((y o) = (o o) =
i) 1) =1y )= (p 7) =
i 0= 1((5 )= (3 o) = B
) £z =1((g V)= (7 0) =
e On a donc 00 1o
Matel = [ g g 1
0100

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus PT*



résolution 11| e Ona

e ct évidemment

52 - (1,1) == 51 - ._»1 +@€2

e On écrit alors la matrice de passage de B a B'.

- o -1 1
P = MatB(B') = Mat(g1752)<81,82> = ( 1 O)
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résolution 12| e Ona

N | —

g1 =(0,1) =

1. [1].
[(172) - (LO)] = —5 .€1 +_62
® ct
. 1 ny

e On écrit alors la matrice de passage de B a B'.

DN | —

/ L -1/2 1/2\ _1/(-1 1
P = MatB(B ) = Mat(él,é’z)(gl?gQ) - ( 1//2 1;2) - 5 ( 1 1)
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résolution 13| e Notons P, = X? P,=X et Ps=1
ainsique Q1 = X2 +1 ,Qa=X+1 etQ3=1

e On a
Q1:X2+1:P1+P3:.P1+@.P2+.P3
Q=X+1=P,+Ps=[0|P +[1|P, +[1]P;
Qs =P3=[0|P +[0]P, +[1].P;
e Ainsi

P = Mat(XQ’XJ)(X2 + 1,X + 1,1) =

(S s -
—_ -
_ o O
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résolution 14|

e comme la base de départ est la base canonique, il n’y a aucun calcul a faire!
En effet on a

—(1.25) =[1]i+[2]7 +[5]k

(1,3,4) =[1]i +[3]] +[4] ¥
= (0,1,8) @@+]+k

e On écrit alors la matrice de passage de B a B'.

P= MatB(B ) Mat(;;,;)(é'l,é'g,gg) =

(G2 B NI
_~ W
oo = O
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’résolution 15‘ e Lorsque 'on munit les espaces R™ de leurs bases canoniques, il est trés simple
d’écrire les matrices!

car un vecteur de R" a pour coordonnées dans la base canonique lui-méme!

e ici, on a

i) f((1,0)) = (1,1.2)
ii) f((ovl)) = (17 - 170)

On a donc

Matlg,c(f) = 1 -1
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résolution 16| e La base canonique de R? est B = (7,7) = ((1,0),(0,1))

e On note C = (&1, &,&3) = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) la base proposée pour R?
e On va déterminer 'image de la base B par f

e On a

i) f(0) = f((1,0) = (1,1,1) = &
i) f(7) = f((0.1)) = (1,1,1) = &
Ainsi

Matlg,c (f) =

_= o O
_ o O
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résolution 17| e La base canonique de R? est B = (7,7) = ((1,0),(0,1))

e On va déterminer 'image de la base B par f.

e On a
i) f(i)=f((1,0) =X24+X =014 1.X + 1.X?2

i) f(7) = f((01) =X =0.1+1.X +0.X2

Ainsi

Mat&c (f) =

— — o
o= O
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’résolution 18‘ e On note B = (;,j) la base canonique de R?, et f I'endomorphisme canoniquement
associé a A.
On a donc A = Matg(f).
e Il s’agit de montrer qu'il existe une base B’ = (€1,€5) telle que B = Matg (f), c’est & dire telle que
{f (€1) =2é

f(gg) = 51 + 252

e Notons & = (z,y) = .0+ y.j et X; = <‘;>

On a les équivalences suivantes

f(éi) = 251 s AXl =2X| <— (A — 2.[2)X1 =0

4 -1 x 0 dor —y =0
A—-20)X =0+ = — <~ y=4
(4=2h)-% (16 —4) (y) <0> {16x—4y o T

On peut donc par exemple poser X; = (le) cad & =i+ 4] = (1,4)

e Notons maintenant & = (z,y) = x.i +y.j et Xy = (;j)

On a les équivalences suivantes

f<€2) =€+ 26 <= AXy = X; +2X; <— (A — ZIQ)XQ =X

4 -1\ (x 1 dr —y =1
A—-20)Xy =X <= = = = y=4r—1
A=2h) =5 (16 —4> (y) (4) {16x—4y =g 0T

01) cad & = —j = (0, — 1)

On peut donc par exemple poser Xy = (

e Vérifions que la famille (¢),6;) constitue bien une base de R?, par exemple en utilisant le détermi-
nant.

On a bien

1 0

4 —1’ =-170

e Conclusion: on a prouvé que A et B sont associées & un méme endomorphisme: elles sont donc sem-
blables. On peut méme préciser d’apres la formule de changement de base pour les endomorphismes

que l'on a I'égalité matricielle A = P.B.P~! avec P = <111 _01)

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus PT*



’résolution 19‘ e Soit B = (Z,j,lg) la base canonique de R?,

et f 'endomorphisme canoniquement associé¢ a B. On a donc | A = Matg(f) |

e Il s’agit de montrer qu'il existe une base B’ = (€}, € €3) telle que B = Matg (f),

fle) =-@&
c’est a dire telle que ¢ f(éy) =¢&; —é;
f(és) =26
x
e Notons €1 = (z,y,2) =xi+yj+zket Xy= |y
2z

On a les équivalences suivantes

f(gl) = —¢] — Matg(f(gl)) = Matg(—gl) — AX, = X, — (A + Ig).Xl =0

Or
0 -1 1\ [« 0 s 0 .
(A+I) X =0 (-3 =4 7| |y]| =[0] = {77 e
1 —
On peut donc par exemple poser X; = | 1| cad |ey =i+ 5+ k= (1,1,1)
1
. T
e Notons maintenant é; = (z,y,2) =x.i+y.j+z.ket Xo= |y
z
On a les équivalences suivantes
f(gg) = 51 — 52 < AX2 = X1 — XQ < (A+]2)X2 = X1
Or
0 -1 1\ [z 1 . 14
A+ L)Xo=Xi<= -3 4 7] |y]|=|1 <:><:>{
—3 -4 7] \z 1 y =-l+z
1
On peut donc par exemple poser X; = | =1 | cad |é; =i — 75 = (1, —1,0)
0
B x
e Notons €3 = (z,y,2) =xi+yj+zket Xs= |y
z

On a les équivalences suivantes

f(gg) = 253 A Matg(f(gg)) = Mat5(2€3) e AX3 =2.X3<— (A — 2[3)X3 =0

Or
-3 -1 1 T 0 —3r—y+=z =0 .
(A-213).X35=0<— | -3 -7 7 yl =10] & -3z —-Ty+ 7z :0<:>---<:>{
-3 —4 4 < 0 —3r—4y+4z =0 4
0 —
On peut donc par exemple poser X3 = | 1| cad |é5 =j+ k= (0,1,1)
1
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e Vérifions que la famille (€}, €, €3) constitue bien une base de R3,
par exemple en utilisant le déterminant.

1 1 0
On a det5(51752,53> =1 -1 1|l=-.-=-1 # 0
1 0 1

e Conclusion:
on a prouvé que A et T sont associées au méme endomorphisme f: elles sont donc semblables.
On peut méme préciser d’aprés la formule de changement de base pour les endomorphismes que

1 1 0
I'on a l'égalité A= PT.PltavecP=|1 —1 1
1 0 1
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’résolution 20‘ e Soit B = (Z,j,lg) la base canonique de R?,

et f 'endomorphisme canoniquement associé¢ a B. On a donc | A = Matg(f) |

o Il s’agit de montrer qu'il existe une base B’ = (&}, €> €3) telle que B = Matg (f),

fle) =—é
c’est a dire telle que { f(&,) =0
f(e3) =¢é;
T
e Notons €3 = (z,y,2) =xi+y.j+zket Xg= |y
z

On a les équivalences suivantes

f(es) = é5 <= Matg(f(€;)) = Matg(es) <= AX3 = X3 <= (A—13).X3=0

Or
-2 11 T 0
-2 =0 =
(A-I3)Xs=0«<= | -1 0 1 y|l=10] = Pyt Y v
O O O > O —X _'_ 4 — 0 zZ =T
1
On peut donc par exemple poser Xg= | 1] cad |ez =i+ 75+ k= (1,1,1)
1
B x
e Notons maintenant €, = (z,y,2) =x.i+y.j+zket Xo= |y
z

On a les équivalences suivantes

Or
-1 11 T 0 "
AXo=0<«— [ -1 1 1 y|l =10 <:><:>{ Y
0 01/ \z 0 =0
1
On peut donc par exemple poser Xo = | 1| cad |éy =i+ 5 = (1,1,0)
0
x
e Notons €] = (z,y,2) =xi+yj+zket X;= |y
z
On a les équivalences suivantes
f(éi) = 52 < Matg(f<€1)) = Mat3<€2) < AXl =X,
Or
-1 11 T 1
- =1 —z+1
AXi=Xo = -1 1 1| |y]|=[1 { THytz <:>{y v
0 0 1) \z 0 z =0 z =
0
On peut donc par exemple poser X; = | 1| cad |e; = j = (0,1,0)
0
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e Vérifions que la famille (€}, €, €3) constitue bien une base de R3,
par exemple en utilisant le déterminant.

On a det5(51752,53> = =-..=—1 # 0

o = O

1
1
0

—_ =

e Conclusion:
on a prouvé que A et T sont associées au méme endomorphisme f: elles sont donc semblables.

On peut méme préciser d’aprés la formule de changement de base pour les endomorphismes que
011

I'on a I'égalité A= P.T.P~! avec P = 1
1

11
0 0

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus PT*



